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面向混合关键性系统与 DRT系统的实时调度问题研究

摘 要

现代实时嵌入式系统不断发展的一个重要趋势是在同一硬件平台中集成多种不同

关键性级别的应用。与此同时，嵌入式系统硬件也在经历从单核平台向多核平台的变

革之中，未来还将发展至众核平台。但是这种混合关键性系统的调度问题即便是对于

单核平台也是极具挑战性的。目前，大多数复杂的嵌入式系统很难被传统基于周期的

模型所精确描述。实时任务有向图（DRT）模型具备很强的描述能力，可以用于没有

循环时间行为的复杂实时系统的建模。但是针对该模型的精确时间分析在时间复杂度

上通常是不接受的（指数级复杂度）。

本文研究了面向混合关键性系统和 DRT系统的实时调度算法的设计与分析等问

题。在混合关键性系统研究方面，提出了一种高效的单核处理器运行时调度算法，和

两种多核、多处理器划分调度算法。在 DRT系统研究方面，提出了两种有效的近似

响应时间分析方法，并通过计算加速比进行了量化评价，还提出了一种有效的有向图

整形算法来提升系统的可调度性。

本文的主要贡献点可以被总结如下：

（1）提出了基于 OCBP策略的固定作业优先级单处理器混合关键性实时调度算法

LPA。与其它 OCBP族的算法相比，LPA算法显著提升了系统的运行时时间效率（线

性时间复杂度）、空间效率和可调度性。LPA算法的核心思想是尽可能晚的调整作业

的运行时优先级，从而避免了与实际调度决策不相关的冗余优先级调整工作。本文还

提出了更精确的混合关键性系统忙碌周期上界的计算方法。使用随机生成任务集合的

实验结果表明本文提出算法显著提升了运行时时间效率、空间效率和可调度性。

（2）提出了新型混合关键性划分调度算法MPVD，将单处理器上可调度性能最佳

的算法 EY-VD扩展至多处理器平台。MPVD算法的核心思想是将不同关键性级别的

任务尽可能均匀地分配到各个处理器中，以更好地利用不同关键性级别任务间的差异

性，从而提升系统的可调度性。本文还分析了MPVD的不足，并提出了两个优化技术

来进一步提升算法的性能。使用随机生成任务集合的实验结果表明本文提出算法的可

调度性显著高于已有算法。

（3）提出了新型混合关键性多处理器划分调度策略 OCOP。本文首先结合 EY-VD

算法和传统划分调度策略提出了混合关键性系统划分调度算法 MC-PEDF。该算法的
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性能显著高于其它已有划分调度算法，但本文研究发现传统的划分策略不能很好的

利用任务在不同关键性级别中工作量的差异性。为了解决该问题，本文放松了划分

调度禁止所有运行时作业迁移的限制，提出了 OCOP划分调度策略。OCOP允许系

统关键性模式切换时，调整任务在处理器间的分配，从而显著提升了不同关键性模

式中的系统资源利用率。最后本文本文还提出了使用 OCOP策略的新划分调度算法

MC-MP-EDF。实验结果表明MC-PEDF和MC-MP-EDF算法在可调度性上优于先前的

多处理器混合关键性实时调度算法，而采用 OCOP划分调度策略的MC-MP-EDF算法

则具有更好的可调度性能。

（4）提出了两种伪多项式时间复杂度的近似分析 DRT任务系统响应时间的方法

RBF和 IBF，并通过分别计算加速比，量化评价了这两种近似方法的性能。本文证明

了 RBF近似响应时间分析方法的精确加速比为 2（即便是双任务的简易系统）。IBF

方法的加速比是随干涉任务数量 k单调递增的函数。该函数在 k趋于无穷大时收敛于

2，并在 k = 2时取值为 1。因此 IBF方法在分析双任务系统时，结果是精确的。随机

任务实验结果表明本文提出的近似分析方法具有很好的时间效率，同时仅有很小的精

度损失。

（5）提出了一种高效率的 DRT任务有向图整形算法以提升系统的可调度性。算

法的主要思想是在任务有向图的特定顶点上添加一个人为设定的释放时间延迟，从而

得到一个释放工作量更平滑的新图，同时新图还能保持原有的时间约束条件。延迟特

定顶点的释放时间能够使得有向图释放的某些路径上的工作量更平滑，同时会造成其

它路径的工作量更集中。本文提出算法能高效率地为每个顶点搜索适当的释放时间延

迟取值。实验结果表明本文提出算法能够显著提升 DRT系统的可调度性，并且能够

在很短时间内处理大规模的任务集合。

关键词：实时系统；混合关键性；多处理器；划分调度；EDF；DRT；响应时间分析
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Research on Real-Time Scheduling of
Mixed-Criticality And DRT Systems

Abstract

An increasingly important trend in the design of real-time and embedded systems is the

integration of components with different levels of criticality onto a common hardware platform.

At the same time, these platforms are migrating from single cores to multi-cores and, in the

future, many-core architectures. Unfortunately, the scheduling problem of mixed-criticality

systems appears to be challenging, even on single-processor platforms. Most of the complex

embedded systems cannot be exactly described by traditional period based models. Real-time

task graphs are used to model complex real-time systems with non-cyclic timing behaviors.

However the exactly analysis of such graph-based systems are often intractable.

This dissertation studied the design and analysis of real-time sheduling algorithm for

mixed-criticality systems and DRT systems. As to the mixed-criticality scheduling, proposed

an efficient online scheduling algorithm for single-processor systems, two partioned scheduling

algorithms for multi-cores/processors. As to the DRT systems, proposed two efficient approx-

imate response time analysis methods with speedup factor evaluation, and an effective graph

transformation method to improve system schedulability.

The main contribution of this dissertation can be summarized as follows:

(1) This dissertation proposed a novel OCBP-based algorithm LPA, to schedule mixed-

criticality sporadic tasks on preemptive single processor systems. Comparing with the previous

OCBP-based algorithms, it can improve the online time efficiency, online space efficiency, as

well as schedulability. The central idea of LPA is to make online priority adjustment as lazy

as possible, in order to avoid redundant priority adjustments that are not relevant to the actual

scheduling decisions. Experiments with synthetic workloads show the performance improve-

ment of our new algorithm in online time efficiency, online space efficiency and schedulability.

(2) This dissertation proposed a novel partitioned scheduling algorithm MPVD to extend

the state-of-the-art single-processor mixed-criticality scheduling algorithm EY-VD tomultipro-

cessor platforms. The key idea of MPVD is to evenly allocate tasks with different criticality

levels to different processors, in order to better explore the asymmetry between different crit-
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icality levels and improve the system schedulability. Then we propose two enhancements to

further improve the schedulability of MPVD. Experiments with randomly generated task sets

show significant performance improvement of our proposed approach over existing algorithms.

(3) This dissertation proposed a novel partitioning policy for mixed-criticality scheduling

on multiprocessor platforms. First, we integrate EY-VD into traditional workload partitioning

schemes to get a multiprocessor mixed-criticality scheduling algorithm MC-PEDF. Although

MC-PEDF performs better than previous solutions, we find that the traditional workload parti-

tioning schemes are not suitable for mixed-criticality systems as it does not explore the asym-

metricity of workload on different criticality levels. To overcome this problem, we propose a

novel workload partitioning policy OCOP (one criticality one partition). OCOP allows tasks

to be reassigned to a different processor when criticality mode switch occurs, thus can bet-

ter balance the resource utilization among processors on different criticality levels. Based on

OCOP, we propose our second partitioned scheduling algorithm MC-MP-EDF. Experiments

with randomly generated workload show that MC-MP-EDF can drastically improve the system

schedulability comparing withMC-PEDF and other previous algorithms, especially for systems

with more processors.

(4) This dissertation proposed two approximate response time analysis methods RBF and

IBF to evaluate the DRTmodels, both of which have pseudo-polynomial complexity. We quan-

titatively evaluate their analysis precision using the metric speedup factor. We prove that RBF

has a speedup factor of 2, and this is tight even for dual-task systems. The speedup factor of

IBF is an increasing function with respect to k, the number of interfering tasks. This function

converges to 2 as k approaches infinity and equals 1 when k = 1, implying that the IBF analysis

is exact for dual-task systems. We also conduct experiments to empirically evaluate the preci-

sion and efficiency of RBF and IBF with randomly generated task sets. Results show that the

proposed approximate analysis methods have very high efficiency with low precision loss.

(5) This dissertation proposed a novel DRT task graph transformation method to improve

system schedulability. The idea is to insert artificial delays to the release times of certain ver-

tices of a task graph to get a new graph with a smoother workload, while still meeting the timing

constraints of the original task graph. Delaying the release time of a vertex may smoothen the

workload of some paths of the task graph, but at the same time make the workload of other

paths even more bursty. We developed efficient techniques to search for an appropriate release

time delay for each vertex. Experiments with randomly generated task systems show that the
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proposed transformation method can make a significant number of task systems that was origi-

nally unschedulable to become schedulable, and the transformation procedure is very efficient

and can easily handle large-scale task graph systems in very short time.

In summary, this dissertation studied various real-time scheduling problems for mixed-

criticality systems and DRT systems. The results of this dissertation contribute to theoretical

foundations, also provide reference value for the design and analysis for mixed-criticality and

DRT systems.

Keywords: real-teime system; mixed-criticality systems; multi-processor; partitioned schedul-

ing; EDF; DRT; response time analysis
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第 1章 绪 论

1.1 研究背景及意义

实时系统[1–3]泛指那些对外部环境触发的事件必须在精确的时间约束内作出反应

的计算系统。因此实时系统的运行时行为正确性不仅由计算结果决定，还取决于结果

产生的时间是否满足设计要求[4]。过晚的时间相应可能是毫无价值，甚至是十分危险

的。如今越来越多的复杂系统已经部分或完全地依赖于计算机控制，由此实时系统将

扮演者愈发重要的作用。

现代实时嵌入式系统的一个重要的发展趋势为，在同一硬件平台中集成具有不同

关键性级别的多个应用。而硬件平台的发展正处于从单核向多核的迁移过程中，将来

会进一步发展至众核架构的平台。关键性则表示一个系统的应用在不同程度系统错误

情景中保证正确性的级别。混合关键性系统包含两个或更多的不同关键性级别。一般

标准中（例如 IEC 61508、DO-178B、DO-254和 ISO 26262）通常不会超过 5个关键性

级别。为了满足诸如成本、空间、重量、发热和功耗等非功能需求的约束，工业界正

将大多数复杂的嵌入式系统（例如汽车和飞行器）升级为到混合关键性系统。事实

上，欧盟汽车工业的 AUTOSAR[5] 和飞行器领域的 ARINC[6] 等软件标准都涉及到了

混合关键性的问题。

混合关键性系统要解决的根本问题是如何以规范的方式来平衡应用在不同模式

下割裂的正确性需求，与资源有效地充分利用之间的矛盾。该问题涉及到建模和验证

等理论问题，以及与软硬件设计与实现相关的系统问题。在传统的单处理器系统中性

能优异的调度算法（如 RM[7]、EDF[8]）已被证实不能直接适用于混合关键性系统中。

因为在混合关键性系统中，这些算法表现出很差的可调度性能，因此对混合关键性领

域调度算法研究是全新的挑战。而多核、多处理器平台中的混合关键性系统调度也面

临着同样的问题，并且调度算法的设计与分析更为复杂。

另一方面，传统的实时任务系统模型通常被定义为由周期性重复执行的任务构成

的集合[8, 9]。但是实际系统中存在很多并非完全是周期性重复计算的行为，而这些行

为很难被这些简单的周期任务模型所精确描述。例如依赖于可变速率行为的内燃机燃

料注射控制器系统[10]，和视频编解码器中基于帧的执行[11]。针对这些复杂结构的一

种自然表示方法就是任务图。近些年来，很多基于图的任务模型[7, 11–16] 被不断的提

出，以更为精确地描述复杂的嵌入式系统。然而对于大多数已有的实时任务模型（不

包括简单的周期性模型），对于静态优先级调度的精确响应时间分析在时间复杂度上
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都是难于接受的。在这些模型中只有非常简单的 L&L [8] 和 sporadic [9] 模型能够在伪

多项式时间内计算出响应时间。而在模型中引入分支或相位调整后[17]，原问题便转变

为强反 NP难问题（Strongly coNP-hard）。在文献 [18, 19]中提出了非常有效的优化技

术，能够减掉指数级状态空间的很大一部分。但是，这些方法在一般情况下仍是指数

级的复杂度，并且在处理大规模系统时依然可能面临状态空间爆炸的问题。

由于现代嵌入式系统设计的日益复杂，传统基于周期的实时系统模型很难满足精

确描述复杂系统的需求。基于有向图的 DRT模型具备强大的系统描述能力，但是对

于该模型的分析却面临着时间复杂度过大，相关技术不成熟等问题。

本文将基于现有的研究成果，围绕混合关键性系统在单核和多核处理器平台中的

实时调度问题，和高效的 DRT系统分析与可调度性改进方法展开研究工作。

1.2 国内外研究现状

2007年，Vestal发表了第一篇混合关键性系统领域的论文[20]，并将传统的固定优

先级实时调度算法扩展到混合关键性系统中。文献 [20]使用了有所限制性的单处理器

工作流模型，并使用了响应时间分析[21] 的方法。该文表明传统实时调度中最优的固

定优先级分配算法，如速率单调算法（RM[7]）和截止期单调算法（DM[22]）在混合关

键性系统中都不是最优的。但是 Audsley提出的最优优先级分配算法（OPA[23]）在混

合关键性系统中是适用的。Baruah等在文献 [24]中已证明判断一个给定的作业集合使

用最优的算法是否可以被调度是强 NP难问题。因此对于混合关键性任务实时调度的

研究重点集中在找到在实践中有很好性能的次优调度算法。

运行时系统关键性级别的变化与在不同操作模式间切换的系统行为比较类似（尽

管存在一些显著的不同[25, 26]）。在高关键性模式下，只有较少的任务需要调度，但是

这些任务却拥有更长的执行时间或着更短的周期。在模式切换协议相关的文献[27–33]

中存在的一个重要问题是：系统能够在任意的模式下成功调度，却不能够在模式切换

期间满足截止期约束[33]。该问题同样存在于混合关键性系统在经历关键性级别切换

时的系统行为中。

近年来在混合关键性系统研究领域已经发表的大量论文中，大部分均是基于单处

理平台和相互独立的任务集合。其中早期的很多文章仅考虑了有限数量混合关键性作

业的限制性模型 [24, 34–43]，而其中大被研究已经被适用于更广泛系统任务模型的工作

所取代。文献 [44]中，Dorin等证明了 Vestal方法中使用 Audsley优先级分配算法[23]

是最优的。文献 [44]还将混合关键性模式扩展至包含释放抖动行为，并介绍了如何进

行敏感性分析。
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Baruah等人在文献 [45]中提出适用于混合关键性领域的 OCBP（Own Criticality

Based Priority）调度算法，该算法主要适用于调度由有限数量的作业组成的作业集

合，然后运用一种基于 Audsley算法 [46] 的方法对每个作业赋予相应的优先级，这是

一种固定作业优先级调度算法，很显然这种算法的局限性很大。在文献 [39]中 Li和

Baruah在 OCBP算法基础上提出 LB调度算法，LB调度算法采用了忙碌周期（busy

period）的技术，并对在忙碌期内释放的所有作业赋予适当的优先级。虽然 LB算法可

以将 OCBP计算优先级原则应用到偶发性任务模型中，但该算法的运行时时间开销较

大（伪多项式级别），难以被实际系统所接受。存针对以上不足 Guan等在文献 [47]中

提出了 PLRS（Priority List Reuse Scheduling）调度算法。PLRS算法分析了 LB算法中

运行时重复计算作业优先级的情况，充分利用离线优先级的计算结果，有效降低了运

行时调度开销，提高了系统性能。虽然最后 PLRS调度算法已经很好解决 LB存在的

问题，其时间复杂度也降到了 O(n2)，但是其在对任务优先级重新计算过程中仍有很

多无意义的计算，浪费系统资源，降低了系统利用率。

在文献 [48, 49]中，Zhao等人扩展了 AMC-rtb方法，将抢占阈值[50] 的概念添加

到模型中。Burns和 Davis在文献 [51]中进行了另一个综合 AMC-rtb和已有调度理论

的研究。他们考虑使用了递延抢占[52, 53]，并较之于完全抢占 AMC-rtb展示出显著的

性能提升。在文献 [54–59]中进行了进一步的研究工作。

De Niz等在文献 [60]中提出了用于调度偶发性混合关键性任务的零松弛时间算

法。这种算法的关键点在于通过动态的调整作业优先级来避免低关键性作业对高关键

性作业造成的运行时调度干扰。这种方法已经被扩展到用于不可抢占共享资源平台[61]

和分布式平台，在这些平台上，混合关键性任务需要被分配到不同的执行单元[62]。但

是 Huang等在文献 [63]中发现如果一个低关键性（高优先级）任务执行超过了它的

截止期，那么一个高关键性（低优先级）任务可能会错失其截止期。他们提出低关键

性任务必须在其截止期时刻被终止执行或被赋予背景优先级。他们在文献 [64, 65]中

进一步提升了算法的性能。Neukirchner等在文献 [66, 67]中采用并扩展了多种策略进

行激活模式的监测。他们提出的多模式方法被证明是安全有效的。

在 2008年，Baruah和 Vestal首先在文献 [68]中研究了混合关键性系统使用 EDF

（Earliest Deadline First）进行调度的问题。Park和 Kim在文献 [41]中介绍了基于松弛

时间的 EDF作业调度算法 CBEDF （Criticality Based EDF）。Baruah在文献 [45]中提

出一种基于适用于混合关键性系统的改进型 EDF算法 EDF-VD，该算法提出了一个虚

拟截止期（Virtual Deadlines）的概念，每个高关键性任务有两个虚拟相对截止期（均

不大于真实的相对截止期）。其中一个被视为系统处于低关键性模式时高关键性任务

- 3 -

dengqx
下划线

dengqx
附注
领域过大，最好是系统

dengqx
下划线

dengqx
下划线

dengqx
下划线

dengqx
附注
解决了......的时间开销较大的问题，

dengqx
下划线

dengqx
下划线

dengqx
下划线

dengqx
附注
执行时间

dengqx
下划线

dengqx
附注
到达时刻

dengqx
下划线



ђ्ཝ学博士学位论文 ㅢ 1ㄖ 㔠 论

的相对截止期，另一个是系统处于高关键性模式时高关键性任务的相对截止期。当实

时任务系统的资源利用率满足一定条件时，可以利用此 EDF算法调度。Ekberg和 Yi

在文献 [69, 70]中提出了用于计算采用虚拟相对截止期的实时任务在不同关键性模式

下 DBF的方法，并基于该方法提出了一个有效的为混合关键性实时任务系统的高关

键性任务计算虚拟相对截止期的贪心算法 EY-VD。文献 [69]中的方法具有比之前的

策略[71] 更好的性能。在文献 [72]中 Easwaran提出了更为精确的分析方法，但该方法

是否能适用于多于两个关键性级别的系统仍然是未知的。Yao等在文献 [73]中提出了

进一步的优化技术。他们使用了改进的 EDF可调度性判断方法 QPA[74]，和基于遗传

算法的虚拟截止期搜索算法。其它的混合关键性系统 EDF调度算法的研究还出现在

文献 [75–78]中。

Anderson等人于 2009年首次发表了关于多核、多处理器平中混合关键性系统的

论文[79]，并在 2010年进行了进一步讨论[80]。他们将关键性分为五个级别，并对于不

同关键性级别的任务采用不同的调度算法进行运行时调度。该课题组还对多处理器平

台中的操作系统开销问题进行了评估[81]。Mollison等人在文献 [82]中将不同关键性级

别的任务封装在一起，然后在多核系统中用关键性单调优先级分配策略调度这些分

组。Bommert[83] 和 Liu[84] 等人同样采用该框架对混合关键性并行任务的调度问题开

展了相关工作。文献 [85]中还进行了在多处理器平台上的混合关键性同步系统的实现

工作。

Lakshmanan等在文献 [61]中采用 Compress-on-Overload划分策略，将单处理器中

的松弛调度方法[60] 扩展到多处理器系统，从而解决了混合关键性任务的划分调度问

题。Tamas-Selicean和 Pop在文献 [86–88]中解决了静态调度（循环执行）和时间分配

方面的分布式任务分配问题。他们发现可以通过提高一些任务的关键性级别来改进可

调度性，并使得单一关键性的划分更为平衡。但该法必须使用搜索优化程序（模拟退

火算法[87] 和禁忌搜索算法[86, 88]）以确保通过最低的资源使用率满足可调度性要求。

Zhang等人在文献 [89]中通过使用另一种搜索程序（遗传算法[90]）进行任务分配以保

证能量消耗最小（满足绝对安全和时间约束）。Alonso等人在文献 [91]中提出了辅助

任务划分的工具箱。

Kelly等人在文献 [92]中则采用一种更为直接的任务划分方法：他们在考虑多

处理器平均划分的前提下，基于任务利用率或任务关键性级别降序准则对 First-Fit、

Best-Fit方法等预排序方法进行了比较。通过 Vestal原始分析法对每个处理器进行调

度测试，最终认为以任务关键性级别降序的 First-Fit方法最优。Rodriguez等人在文

献 [93]中对采用 EDF-VD框架的 EDF调度算法的多种可能方案进行了综合评价。他
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们的一个结论是对于高关键性任务采用Worst-Fit划分策略，并对低关键性任务采用

First-Fit划分策略组合方法时更为有效的。Gratia等人在文献 [94]中提出了混合关键性

系统全局分配方案。他们通过使用 RUN调度程序[95]（采用分层调度框架）来调解高

关键性和低关键性任务。Bletsas和 Petters等人在文献 [96, 97]中研究了介于完全划分

调度和完全全局调度之间的准划分调度问题。Axer等人在文献 [98]中针对双关键性

容错系统，提出了高关键性任务被复制而低关键性任务不被复制的运行时调度方案，

适用于 MPSoC（多处理器片上系统）上相互独立的周期性任务调度。并提出了任务

划分可靠性分析的方法。Lee等人在文献 [99]中提出一种更为理论化的基于流式任务

模型的方案。流式任务模型[100] 执行每个任务的速率与其利用率成正比。如果不考虑

运行时上下文切换的成本，那么改方法能够提供一种多处理器平台混合关机性调度的

最优方案。他们还提出了该模型的的一个可实现版本，并在模拟实验中具有良好的性

能表现。

Li和 Baruah在文献 [101]中研究了 EDF-VD算法[102] 在多处理器系统中的扩展,

并结合传统的 fpEDF算法[103]提出了全局调度算法 Global-fpEDF，实验评价表明这两

种算法的联合效果较好。作者在文献 [104]中进一步将 EDF-VD算扩展为划分调度算

法 MC-Partition，并比较了混合关键性系统中的划分调度和全局调度，结果表明划分

调度是迄今为止采取的最有效的办法。尽管如此，Pathan在文献 [105]中对全局调度

固定的优先级系统进行了分析，他们采用单处理器调度和多处理器调度相整合的方

法，将多处理器系统中传统的全局调度算法扩展到混合关键性系统中，并证明该方法

为最佳的优先级排序。

Kritikakou等在文献 [106, 107]中提出了一种混合关键性系统多核调度的新方法。

他们发现在不同处理器核心上运行任务时，由于硬件平台使用共享总线以及内存控制

器等因素的影响，高关键性任务将受到低关键性任务的干扰。通过监控高关键性任务

的执行时间，在未来的干涉不能被容忍时触发预警，并终止所有低关键性任务的执

行。文献[107]在多处核平台上进行了实现，并通过实验验证了该方案的有效性。Socci

等在文献 [108]中对上述工作进行了支持有限约束的扩展，但是该工作仅适用于作业

而非任务。

对于执行在具有确定性行为硬件平台上的系统，没有特定的任务都拥有唯一的实

际最差执行时间（Worst-Case Execution Time，WCET）。但是通常并不能获得WCET

的绝对精确值。对于执行在具有时间随机性行为硬件平台[109] 中的系统，每个任务则

拥有概率的最差执行时间（pWCET）[110–113]。采用 pWCET的概率分布能够有效地定

义同一任务在不同关键性级别下因最大容错率的差异导致的不同WCET评价。
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在文献 [114–117]中研究了可变周期的混合关键性任务模型。该模型中任务被定

义为事件处理器。任务的关键性级别越高，需要处理的事件的频率也就越大，对处理

器资源的需求也就越大。

在实时系统设计阶段，通常选择抽象的实时任务模型来评价系统的非功能属性，

比如截止期的时间约束。设计者选择合适的模型时，既要考虑模型具有足够的可表达

性来尽可能精确地描述系统行为，还要兼顾对于所选模型的分析足够有效率，以满足

系统规模增大时依然能够在可接受时间内返回分析结果。著名的 Liu&Layland模型[7]

将实时任务抽象为几个简单的相关参数（执行时间和周期）组成的周期执行模型。该

模型的分析效率非常高，但是对于任务类型的限制十分严格。相反的，时间自动机模

型[118] 强大的形式化描述能够精确的为复杂系统建模，但其可调度性测试的时间开销

却极其繁重而难以接受的。

将分析效率作为重要的考量因素的前提下，研究者们提出了很多表达性很强，并

且分析效率很高的实时任务模型。早期的 Liu & Layland模型的泛化版本包括偶发任

务模型[119]，和多帧模型（Multiframe）[120]。而多帧模型后来又被统一到广义多帧模

型（Generalized Multiframe，GMF）[121]和循环分支模型 [9]中。概括而言，GMF解除

了任务的周期与截止期间的耦合关系，提供了一个不同作业类型（帧）的集合，并允

许偶性发作业在不同帧内循环释放。尽管进行了泛化，但可调度性分析的复杂度仍

控制在伪多项式级别，因此分析开销是可接受的。通过放松同一任务释放不同类型

作业次序的限制，GMF模型又被扩展为 RRT（Recurring Real-Time）模型[10]。RRT允

许分支代码被建模成有向无环图（Directed Acyclic Graph，DAG），因此大大增强了模

型的描述能力。在文献 [12]中,GMF被扩展为 ncGMF（non- cyclic GMF）模型。在该

模型中不同类型的作业可以以任意的次序释放，因此运行时同一任务释放的不同类

型作业不一定是循环的。综合 RRT模型与 ncGMF模型，在文献 [11]中提出了 ncRRT

（non-cyclic RRT）模型。ncRRT通过允许重新开始 DAG遍历的方式将 RRT模型增加

了非循环释放的行为属性。通过采用在文献 [122]中的动态规划方法，文献 [11]证明

了 ncRRT模型的可调度分析复杂度依然时伪多项式级别的。

一个比之前介绍的模型更为泛化的模型是 Stigge等人在文献 [19]中提出的实时

任务有向图模型（Digraph Real-Time，DRT）。DRT能够对任意可以通过有向图描述的

实时任务进行建模，具备强大的描述能力。然而利用文献 [17]中类似的规约技术，在

文献 [123]中证明对该模型进行可调度分析的问题是强反 NP难（Strongly coNP-hard）

的。在文献 [124]中提出了一种与文献 [125]中类似的工作量抽象技术来对有向图任务

集合进行近似的分析。但是在文献 [124]中仅通过模拟实验评价了算法性能，并没有

- 6 -



ђ्ཝ学博士学位论文 ㅢ 1ㄖ 㔠 论

进行量化地性能分析。

在网络研究领域，整形（shaping）是一种被广泛研究的技术。该技术通过延

迟数据包使其满足所期望的传输原则[126, 127]。通过整形可以平滑突发传输流，优

化缓冲区需求，改善延迟，增加特定种类数据包的可用带宽等。整形的思想同样

被应用于实时嵌入式系统的设计。Wandeler 等在文献 [128, 129] 中扩展了网络演算

（Network Calculus）[130] 中贪心整形（greedy shaper）的技术来模块化分析实时系统

的性能。Richter等在文献 [131]中介绍了一种限制性整形方法 EAFs（Event Adaption

Functions）。Phan和 Lee在文献 [132]中设计了一种新型的带抖动的周期任务整形方

法。

另一个可调度性分析的工具时实时演算（Real-Time Calculus）[133]。实时演算能

够使用到达曲线模型对事实系统进行组成可调度分析。该分析方法的原理与需求上界

函数方法类似。

1.3 本文研究内容与贡献

本文的研究内容及贡献主要有以下几个方面：

1.3.1 基于混合关键系统

（1）提出了基于 OCBP策略具有线性运行时时间复杂度的固定作业优先级单处理

器混合关键性实时调度算法 LPA。之前基于 OCBP算法的 LB、PLRS等算法虽然成功

将 OCBP算法扩展到偶发任务模型，但其较高运行时复杂度限制了在实际系统中的应

用。本文提出的 LPA算法，在运行时尽可能晚的对各个任务的优先级进行调整，从而

避免繁重且不必需的运行时优先级调整计算，只是当作业被释放时进行轻微优先级调

整，进而有效的改善了系统复杂度（线性时间复杂度）。本文还提出了更精确的混合

关键性系统忙碌周期上界的计算方法，使用该方法不但可以改善运行时的空间效率，

还可以一定程度上提升系统的可调度性。

（2）提出了分别对高关键性任务和低关键性任务采用不同策略的混合划分调度算

法 MPVD（Mixed-criticality Partitioning with Virtual Deadlines）。该算法首先使用最差

适应（Worst-Fit）划分策略来分配高关键性任务，然后使用首次适应（First-Fit）划分

策略来分配低关键性任务，并在运行时采用 EY-VD算法进行调度。通过混合划分策

略，能够使高关键性的任务被均匀地分配到不同处理器（核心）中，以使得 EY-VD

算法能够有更多的空间来平衡不同关键性级别下的工作量，并提升系统的可调度性。

MPVD算法的性能会随着处理器（核心）数量的增加而出现明显的下降。为了解决该

问题，本章提出了两个优化算法来进一步提升算法的性能。首先考虑到由于高关键性
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任务在所有处理器中的均匀分配，可能导致无法为利用率较高的低关键性任务适配到

拥有足够剩余资源的处理器，造成充足的处理器（核心）剩余资源总量无法被充分利

用。针对该问题，本章提出了为利用率较高的低关键性任务预留资源的策略。另外，

本章还提出了一种优化的虚拟截止期调整算法来进一步提升MPVD算法的性能。

（3）提出了为不同的系统关键性模式采用不同的任务集合划分方案的 OCOP混

合关键性多处理器划分调度策略。本文首先基于传统划分调度策略，结合单处理器

EDF-VD算法，提出了多处理器混合关键性系统中的基于非固定优先级的划分调度

算法 MC-PEDF。由于混合关键性系统在不同系统关键性级别下的任务工作量分布

有很大差异，OCOP放松了传统多处理器划分策略禁止所有运行时作业迁移的限制，

允许在系统关键性模式切换时为任务重新分配处理器，从而显著提升了系统在不

同关键性模式中的处理器资源利用率。基于 OCOP本文还提出了新的划分调度算法

MC-MP-EDF。实验结果表明MC-PEDF和MC-MP-EDF算法在可调度性上优于先前的

多处理器混合关键性实时调度算法，而采用 OCOP划分调度策略的MC-MP-EDF算法

则具有更好的可调度性能。

1.3.2 基于实时任务有向图模型

（1）提出了两种分析 DRT任务系统响应时间的近似分析方法 RBF和 IBF，并通

过加速比分析，量化评价了该两种近似方法的性能。其中基于加速比的的性能评价被

广泛应用于众多调度问题的近似算法分析中。本章的主要成果可总结如下：

• RBF近似响应时间分析方法的精确加速比为 2（即便是仅包含两个任务的系

统）。

• IBF近似响应时间分析方法的加速比为 1+
√

k2−k
k ，其中 k为干涉任务（优先级

高于当前分析任务者）的数量。

因为当 k = 1时有 1+
√

k2−k
k = 1，所以对于只有两个任务的系统 IBF方法能够得到

精确解。另外由于 1+
√

k2−k
k 为以 k为自变量的单调递增函数，因此 IBF方法的分析

精度随着干涉任务数量的增加而降低。而当 k趋于无穷时，IBF的加速比也趋近于 2

（与 RBF一致）。这两种方法均为伪多项式时间复杂度，并可以很高效地处理大规模

的任务系统。

（2）提出了一种高效率的 DRT 任务有向图整形算法。本文提出的方法通过对

DRT任务对应有向图中的每个顶点依次进行整形操作，并调整与被整形顶点相关联

的边上参数取值。通过发掘任务图中的一些性质和进行合理的抽象，算法能够快速并

且有效的完成整形操作。通过对一些关键顶点快速的设置合适的作业释放时间延迟参
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数，能够使得整形后的 DRT任务释放的工作量更加均匀。从而使得一些不可调度的

DRT任务系统变得可调度。实验结果表明本文提出的整形算能够显著提升 DRT系统

的可调度性能。

1.4 本文组织结构

本文共分 7章，各章具体内容组织如下：

第 1章是绪论部分，主要阐述了本文的研究背景及意义，混合关键性系统和 DRT

系统实时调度主要内容和相关技术，分析了国内外研究现状与尚存在的问题，介绍了

本文的主要内容和贡献，最后说明了本文的篇章结构。

第 2章主要研究了但处理器平台中基于 OCBP的混合关键性偶发任务系统的实时

调度问题。分析了造成之前提出算法运行时效率底下的原因，提出了线性时间复杂度

的运行时调度算法 LPA，和更精确的忙碌周期上界计算方法，显著降低了系统运行时

的时间、空间调度开销病提升了系统的可调度性能。

第 3章主要研究了多处理器平台中基于 EY-VD的混合关键性偶发任务系统的划

分调度问题。分析了传统的划分策略应用到混合关键性系统时的不足，提出了针对不

同关键性任务的采用不同划分策略的混合划分调度算法MPVD。并提出了两种优化方

法，显著提升了算法的性能。

第 4章主要研究了多处理器平台中混合关键性偶发任务系统划分调度策略问题。

针对混合关键性系统的特点，提出了允许系统关键性模式切换时为任务重新分配处理

器的 OCOP划分调度策略。并通过随机生成任务集合的实验评价了基于该策略设计的

划分调度算法的性能。

第 5章主要研究了实时任务有向图系统的近似响应时间分析方法。提出了两种近

似分析方法 RBF与 IBF，并通过计算加速比和模拟实验分析评价了该两种方法的精确

度，以及时间效率。

第 6章主要研究了通过调整实时任务有向图的参数来提升系统可调度性能的方

法。提出了高效（伪多项式时间复杂度）地进行 DRT任务整形的方法，显著提升了系

统的可调度性能。

第 7章总结全文，并提出了未来研究方向以及可以继续深入研究的内容。
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第 2章 线性时间复杂度混合关键性调度算法

伴随着信息产业的飞速发展，为了满足日益复杂的需求，嵌入式系统集成了越来

越多的功能。为了满足系统功耗、体积、成本等非功能因素的约束，现代嵌入式系统

通常将多种不同各类的具有不同关键性的功能集成到同一硬件平台当中。

在传统的单处理器系统中，存在很多性能优异的调度算法（如 EDF [8]），但这些

算法已被证实在混合关键性领域不能直接适用。因为在混合关键性系统中，这些算法

表现出很差的调度性能，因此对混合关键性领域调度算法研究是全新的挑战。Vestal
[20]于 2007年首先形式化的提出混合关键性系统的模型及其实时调度的问题。该问题

引起了学术界的广泛关注和大量学者们的深入研究，并获得了大量的研究成果。其

中 Sanjoy Baruah等人率先提出适用于混合关键性系统的 OCBP [45] （Own Criticality

Based Priority）单核调度算法，其为作业级的固定优先级混合关键性实时调度算法，

可以成功地对混合关键性任务进行调度，同时表现出比较良好性能，但它工作在比较

理想的环境下：确定的作业释放时间和有限的作业数量。然而典型的实时系统都是基

于偶发性任务模型（释放时间不确定，但是有一个最小的释放时间间隔）。

为寻找适合混合关键性偶发任务模型的调度算法，Li和 Baruah提出了基于 OCBP

的扩展调度算法，本文称之为 LB [39] ，它可以应用于混合关键性偶发性任务的调度，

经过理论证明该算法的时间复杂度为伪多项式级别，这对于实时嵌入式系统的调度而

言难以接受；后来，Guan等人提出 PLRS [47] 调度算法，通过对 LB运行时优先级调

整方式的改进，将算法的时间复杂度降低到平方级别，运行时性能得到显著提升。

虽然 PLRS调度算法将时间复杂度降到平方级别，但对实时嵌入式系统来说还是

过于繁重，尤其它在系统运行中发生作业抢占时，进行了过多无效的作业优先级重复

计算，增加了系统时间开销；同时由于 LB、PLRS在将无限作业数转化为有限作业数

时采用了忙碌周期概念，但采用的计算忙碌周期上界的算法过于悲观，导致目标作业

集中待分配优先级作业数量过多，从而增加了系统的运行时空间开销并降低了系统的

可调度性，这对于资源有限的嵌入式系统影响较大。因此设计新的计算方法，求出更

为精确的改进忙碌周期上界，对系统在时间、空间及可调度性上性能的提升都具有重

要的现实意义和应用价值。

针对上述提到的已有算法不足，本文主要以降低系统时间开销、空间开销及提高

可调度性等为目标，提出新型的混合关键性偶发任务系统实时调度算法。具体设计目

标包括如下几个方面：
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• 降低系统时间开销，因为现有调度算法在作业发生抢占时优先级重复计算的次

数过多，通过对该情况改善来有效降低系统时间开销，目标是将系统的时间复

杂度降到线性的。

• 降低系统空间开销，LB、PLRS调度算法利用的忙碌周期上界过于悲观，通过

研究更为精确的上界计算方法来降低系统空间开销。目标计算更小更精确的上

界，以此来减少存储的作业优先级的数量。

• 提高可调度性，同样地，在调度算法中利用悲观的忙碌周期上界使得系统的可

调度性降低，通过重新求该上界来提高可调度性。

通过以上几方面的改进对于处理器紧张、资源有限的嵌入式实时系统来说意义很

大；同时因为目前处理器主流都是多核的，所以在多核处理器上对混合关键性的研究

也将非常有意义，相信也会是一个挑战。

2.1 系统模型与定义

本小结将给出单处理器可抢占平台中，混合关键性偶发任务模型（Mixed-

Criticality Sporadic Task Model）的形式化定义。与传统的偶发性任务模型类似，我们

将混合关键性偶发任务模型定义为一个由相互独立的潜在无限数量的混合关键性作业

序列组成的集合。

定义 2.1 (混合关键性任务)：∅Ѡ␭ਾީ䭤ᙝԱࣗ㻡ᇐѿѰжѠ഑ݹ㓺φτi =

(Ti,Di,Ci,ζi)θ䈛ݹ㓺਺ݹ㍖䈣ѿⲺ䈪᱄ྸсφ

• Ti ∈ R+θ㺞⽰ᇔᰬԱࣗ τiԱᝅ䘔㔣䠀᭴ⲺњѠ֒ѐ䰪Ⲻᴶቅ䠀᭴ᰬ䰪䰪䳊Ⱦ

• Di ∈ R+θ㺞⽰ᇔᰬԱࣗ τiⲺ⴮ሯᡠ↘ᵕȾ

• Ci ∈ N+→ N+θ㺞⽰ᇔᰬԱࣗ τi Ⲻᴶᐤᢝ㺂ᰬ䰪࠳ᮦθ䘊ഔ τi ൞уੂީ䭤ᙝс

㌱㔕䇺զⲺᴶᐤᢝ㺂ᰬ䰪਌ٲȾ

• ζi ∈ {1,2, . . .L}θ㺞⽰ީ䭤ᙝ㓝ࡡȾᵢ文㓜ᇐ䈛ٲ䏀ཝθࡏሯᓊⲺީ䭤ᙝ㓝ࡡ䏀

儎θᒬ⭞ L㺞⽰䈛␭ਾީ䭤ᙝ㌱㔕ѣީ䭤ᙝ㓝ࡡⲺᴶཝ਌ٲȾ

需要注意的是，任务的相对截止期与其最小释放间隔之间没有任何的约束条件，

即 Di可以大于、小于或等于 Ti。

令 J j
i 表示由任务 τi 在运行时释放的第 j个作业，其释放时间由 r j

i ∈ R+表示。据

此，J j
i 的绝对截止期为 d j

i = r j
i +Di，完成时间为 f j

i : r j
i < f j

i ≤ d j
i。而由任务 τi释放的

所有运行时作业均共享相同的最差执行时间函数 Ci和关键性级别 ζi。

本章提出的 LPA算法为作业级固定优先级实时调度算法，即每个运行时作业在
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释放时刻被分配一个优先级，并一直保持其优先级直至执行完毕或被系统终止执行。

遵从传统实时调度理论的惯例，本章令更小的优先级取值表示更高的优先级。

2.1.1 混合关键性偶发任务系统的运行时行为

混合关键性运行时作业的语义定义如下：一个有任务 τi 在时刻 r j
i 释放的混合

关键性作业 J j
i 需要运行时执行 γ j

i 个时间单位。而 γ j
i 的精确取值在作业 J j

i 执行完毕

前是不能够被准确预知的。根据运行时测量的 γ j
i 取值，定义混合关键性系统经历

λ−criticality运行时行为的充分必要条件为

λ = max
∀γ j

i

{
ℓ|min

{
ℓ|γ j

i ≤Ci(ℓ)
}}

. (2.1)

特别的，如果任意作业 J j
i 已经执行了Ci(L)（最高关键性下的最差执行时间），却

仍没有执行完毕，则定义该行为为运行时错误。在本章后面的讨论中假设系统不会经

历运行时错误。

由式 (2.1)可推出对于任意运行时作业 J j
i，更长的运行时执行时间 γ j

i 可能导致更

高的系统运行时关键性级别。而系统中经历最高关键性运行时行为的作业决定了系统

的实际运行时行为。

2.1.2 混合关键性系统的可调度性

混合关键性系统的可调度性取决于所有系统运行时行为下可调度性。由此定义调

度算法 A 是混合关键性可调度的条件为：

定义 2.2 (混合关键性可调度性)：㔏ᇐжѠ䈹ᓜ㇍⌋ AθжѠ␭ਾީ䭤ᙝԱࣗ㌱

㔕 τ ൞ A 䈹ᓜсᱥ␭ਾީ䭤ᙝਥ䈹ᓜⲺ࠼ݻᗻ㾷ᶗԬѰφ㌱㔕൞㔅়ԱᝅⲺ λ -ީ䭤

ᙝ䘆㺂ᰬ㺂Ѱᰬൽ┗䏩

∀τi : ζi ≥ λ ⇒∀J j
i : J j

i 均在其截止期d j
i 时刻或之前执行完成。

特别注意的是，当系统经历 λ -行为的运行时行为时，所有关键性级别低于 λ 作

业不再需要满足其截止期约束。系统设计者仅保证混合关键性任务 τi在系统经历不超

过关键性级别 ζi 的运行时行为时的时间正确性，而 τi 释放的作业在更高关键性的系

统运行时行为下不需要在截止期之前执行完毕。

2.2 LPA算法

每当系统在运行时发生任务抢占时刻，无论 PLRS或 LBA算法都会进行大量的

优先级重新分配计算。这也是造成两者运行时效率低下的主要原因。但在实际系统运

行时，很多作业会因其释放之前发生过多次抢占而造成其优先级被重复计算多次。而
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优先级计划表中的很多优先级甚至会因当前忙碌周期的结束而不会被使用，但这些优

先级同样会因为当前忙碌周期内的多次任务抢占而被重复计算多次。因此，优先级重

新计算中的很大一部分工作量都是与运行时调度决策无关的冗余计算。

为了降低运行时调度的时间复杂度，本节提出一个新的调度算法 LPA（Lazy

Priorities Adjustment）。LPA尽可能晚的调整作业优先级，以尽可能的避免在作业抢占

时刻的冗余优先级调整计算，达到提升运行时调度效率的目的。但运行时作业抢走发

生时，LPA不会立即为所有任务的作业执行优先级重新调整的繁重计算，代之的是为

每个任务记录下该次抢占事件。当调度器需要为当前释放作业分配优先级时，LPA能

够根据优先级抢占记录来高效地为释放当前作业的任务更新优先级列表。通过该方

法，LPA能够避免大量繁重且非必须的在线优先级重新计算工作，并能够在作业释放

的时刻进行高效低优先级分配。

另外本章还提出了用于更精确地计算混合关键性任务系统最大忙碌周期长度上界

的新方法。相较于 LB与 PLRS算法，LPA算法使用精确（小）的忙碌周期长度，不

仅可以降低在线调度算法的空间开销，甚至能够在一定程度上提高系统的可调度性

（可调度接受率）。关于忙碌周期的分析，将在下一节中详细介绍。

2.2.1 离线优先级分配算法

与 LB和 PLRS算法相似，LPA算采用基于忙碌周期（Busy Period）方法来解决

为偶发任务系统中潜在无限多数量作业需要分配优先级的问题。在任意时刻，调度器

只需要为当前忙碌周期内可能释放的有限个作业分配优先级。

这是由于任何工作保持（Work-Conserving）调度算法，处理器当其仅当系统中已

释放的所有作业全部执行完毕或者被终止时才会空闲，而在两个连续的处理器忙碌周

期之间必然存在一段处理器空闲的时间。因此，任何在一个新的忙碌周期开始之前释

放的任务或者已经执行完毕，或者被系统终止（比如，系统的关键性级别升高，调度

器会终止所有较低关键性级别的作业的执行），都不会对新忙碌周期内释放作业的调

度造成任何的影响。也即是说，不同忙碌周期内的实时任务调度是相互独立的。

离线优先级分配算法的第一步是计算一个混合关键性偶发任务系统的忙碌周期

最大长度。Li和 Baruah在文献 [39]中介绍了一个计算忙碌周期最大长度上界的算法，

本文将在小节2.3介绍一个计算更精确上界的算法。

通过忙碌周期长度上界（记作 Γ），可以计算出系统中每个混合关键性实时任务

τi 在任意忙碌周期能够释放最大作业数量 ni =
⌈

Γ
Ti

⌉
。特别的，用 I 表示一个忙碌周期

内可能释放的所有作业的集合，I 内包含作业的数量为 N = ∑τi∈π ni。
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LPA的离线调度算法使用 OCBP方法为最大忙碌周期内释放作业集合 I 中所有作

业分配优先级。算法使用 δi 表示由任务 τi 释放的在 I 中尚未分配优先级的作业数量。

算法初始化时，设置 δi = ni。算法的每次迭代都会检查每个任务中标号最大的未分配

优先级作业，当找到第一个满足式 (2.2)中条件的作业 Jδk
k 时，将当前的最低优先级分

配给 Jδk
k ，本次迭代结束。

∑
τ j∈π

(C j(ζk) ·δ j)≤ Tk · (δk−1)+Dk (2.2)

式 (2.2)左边部分表示所有将分配更高优先级或等于作业 Jδk
k 优先级的所有作业在

ζk-关键性系统行为下的工作量之和。式 (2.2)右边部分表示作业 Jδk
k 的绝对截止期与当

前忙碌周期开始时间之间的最短长度。一般来说，算法可能在某次迭代总找到多于 1

个符合要求的作业。此时，算法可以选择其中任意一个来分配当前的最低优先级。在

分配了当前最低优先级给作业 Jδk
k 之后，算法会将参数 δk 的取值更新为 δk−1，并继

续重复上述过程直至在某次迭代时没有作业能够满足被赋予最低优先级的条件。如果

所有集合 I 中的作业都分配了各自的优先级，则 LPA算法的离线操作成功结束，并返

回优先级分配结果，否则返回错误。本章定义表 Λ来记录离线优先级分配算法的结

果。

根据上述离线优先级分配算法的过程，可以推倒出如下的引理：

引理 2.1：ሯӄԱࣗ τi ൞ੂжᘏ⻂ઞᵕ޻䠀᭴ⲺԱᝅњѠ֒ѐ Jm
i ૂ Jn

iθྸ᷒

ni > m > n≥ 0θࡏᴿ Λi(m)> Λi(n)Ⱦ

例 2.1：㘹㲇ྸ㺞2.1ѣᡶ⽰Ⲻ␭ਾީ䭤ᙝԱࣗ䳼Ⱦٽ䇴 n1 = 5θn2 = 3θn3 = 2θ

n4 = 1Ⱦㅢж䱬⇫θד⅗ỶḛᡶᴿⲺُ䘿֒ѐ
{

J5
1 ,J

3
2 ,J

2
3 ,J

1
4
}
ᱥੜ┗䏩㻡࠼䞃ᴶքՎݾ

㓝ⲺᶗԬȾ俌ݾθỶḛ֒ѐ J5
1Ⱦ⭧ӄ ζ1 = 1θᕅ (2.2)Ⲻᐜ䗯䜞࠼ㅿӄ

C1(1)×δ1 +C2(1)×δ2 +C3(1)×δ3 +C4(1)×δ4 = 53Ⱦ

ਜжᯯ䶘θᕅ (2.2)Ⲻ਩䗯䜞࠼ㅿӄ

表 2.1 任务集示例
Table 2.1 An Example Task Set

Task Ti Di ζi Ci(1) Ci(2)

τ1 10 10 1(LOW) 1 1
τ2 20 20 2(HIGH) 1 2
τ3 30 30 1(LOW) 15 15
τ4 50 50 2(HIGH) 15 25
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T1× (δ1−1)+D1 = 50 < 53Ⱦ

ഖ↚ J5
1 у┗䏩ᕅ (2.2)ѣⲺᶗԬθԄ㙂䴶㾷㔝㔣ỶḛсжѠُ䘿֒ѐ J3

2Ⱦ⭧ӄ ζ2 = 2θ

ᕅ (2.2)Ⲻᐜ䗯䜞࠼ㅿӄ ∑∀τi Ci(2) ·δi = 66θռᱥ਩䗯䜞࠼ㅿӄ 60Ⱦഖ↚ J3
2 ԃ❬у┗䏩

㻡࠼䞃ᴶքՎݾ㓝ⲺᶗԬθ䴶㾷㔝㔣ỶḛсжѠُ䘿֒ѐ J2
3Ⱦሯӄ J2

3θᐜ䗯ㅿӄ 3θ

㙂਩䗯ㅿӄ 60θഖ↚ᕅ (2.2)ⲺᶗԬ┗䏩θ䈛֒ѐਥԛ㻡࠼䞃ᴶքՎݾ㓝 11Ⱦ❬੄ᴪ

᯦ δ3 = δ3−1 = 1θᒬ䘑㺂сж⅗Ⲻ䘣ԙȾ䙐䗽р䘦Ⲻ↛僚θਥԛѰжѠᘏ⻂ઞᵕ޻䠀

᭴Ⲻᡶᴿ֒ѐ࠼䞃Վݾ㓝θ࠼䞃ᯯṾྸс㺞ᡶ⽰Ⱦ

Λ1 1 2 4 8 9

Λ2 3 6 10

Λ3 5 11

Λ4 7

需要注意的是，通过离线算法得到的优先级分配方案并不能直接用于在线的优先

级分配。离线计算的优先级分配计划只是作为运行时在线优先级分配算法的辅助信

息，直接简单地按该计划来分配运行时实际释放的作业分配优先级，并不能保证系统

的可调度性。LPA的运行时调度器会更具实时的系统状态信息，来动态调整优先级分

配计划以保证系统的可调度性。

2.2.2 运行时调度算法

虽然在上一小节介绍了离线分配优先级的算法，但是即便该算法成功返回了优先

级分配结果，也不能直接通过该静态作业优先级方案来保证系统的运行时可调度性。

这是因为离线优先级分配算法的正确性是建立在所有任务在忙碌周期的起始时刻同时

释放各自的第一个作业，并且后继作业 Jc+1
i 严格的释放时间严重满足 rc+1

i = rc
i +Ti等

假设之上。但是偶发任务系统模型的运行时行为并不满足这些假设。因为任意偶发性

任务可以在满足最小释放间隔的约束下在任意时刻释放新的作业。接下来，本小节将

接受 LPA的运行时调度算法来解决上述问题。

LPA算法是一个作业级别的固定优先级可抢占调度算法。当系统初始化时，系统

的运行时关键性级别 ℓ将被设置为最小值 1。而在处理器执行完所有已释放的作业进

行空闲状态时，ℓ也将被重新设置为 1。系统的运行时关键性级别 ℓ会在任意作业 Jc
i

已经执行了 Ci(ℓ)，但仍然没有结束执行时被提升至 ℓ+1。同时，LPA算法保证在任

意时刻都将处理器分配给由关键性级别不小于当前系统关键性级别 ℓ的任务释放释放

的未执行完作业中优先级最高的作业。也即是说，当系统的运行时关键性级别提升至
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ℓ+1时，所有满足 ζi ≤ ℓ的任务释放的作业都将被运行时调度算法忽略掉。

对于每个混合关键性任务 τi，定义变量 idxi 来表示当前忙碌周期中该任务将要

释放作业 Jc
i 的顺序标号。LPA运行时调度算法不会直接使用优先级计划表中对应的

Λi(c−1)值来作为改作业的运行时优先级。其中，Λi()的标号从 0开始，因此 Λi中的

第 c个元素为 Λi(c−1))。LPA算法会使用一个调整取值 Λi(c−αi) : 0 ≤ αi ≤ c来作为

作业 Jc
i 的运行时优先级。而 LPA算法的主要目标是更有效率地为每个释放作业 Jc

i 计

算一个适合的便宜参数 αi，并根据此参数来计算当前忙碌周期中作业的运行时优先级

prt(Jc
i )。

每当系统进入一个新的忙碌周期时，LPA算法会将每个任务 τi 的参数 idxi 和 αi

的取值分别重置为 1。也即是说，在当前忙碌周期内，每个任务的第一个释放作业 J1
s

将被分配优先级计划表 Λs中的第一个元素值 Λs(0)作为其运行时优先级。而后续释放

的作业将被使用参数 αi = 1来计算优先级，直至系统监测到运行时抢占的发生。而不

同于 LB算法和 PLRS算法的是，LPA算法的最显著特点是并不会在每次抢占发生的

时刻均为所有可能释放的作业重新计算优先级。取而代之的是，LPA算法为每个任务

αi = 1定义了一个偏移变量 δi，来记录在时间区间 (rc−1
i ,rc

i ]内所有被抢占作业优先级

的最大值。通过变量 δi，可以在将来作业真实释放的时刻对其优先级进行快速地调整

操作。这也是 LPA算法的运行时时间复杂度能够控制在线性界别的关键所在。

为了更快捷地为每个运行时作业计算合适的偏移变量 αi，LPA算法还维护一个辅

助集合 Ωi = {(x1,y1) ,(x2,y2) , · · ·}。对于集合 Ωi 中的每个二元组 (x j,y j)，元素 x j 记录

了当前忙碌周期中曾经被使用过的一个偏移变量 α ′i 值，而元素 y j 记录了当该二元组

被拆入时的被抢占作业的优先级 δ ′i。在图2.1中描述了 LPA算法的在线优先级调整过

程 AdjustPrt。

当一个运行时作业 Jc
k 释放时，LPA算法会执行优先级调整过程 AdjustPrt来检查

之前释放的所有作业是否都已经全部执行完毕。如果是，则系统进入一个新的忙碌周

期，而 LPA算法将所有调度相关变量都更新为初始值。如果不是并且该释放作业的关

键性级别不小于当前系统的关键性级别，那么 LPA算法将继续执行 AdjustPrt过程来

为该作业分配一个合适的运行时优先级，并将其插入到就绪队列等待调度。否则 LPA

算法将会舍弃掉该作业不予调度。

AdjustPrt过程首先使用变量 α ′来记录当前偏移变量 αk 的取值，然后尝试赋予实

时作业 Jc
k 予优先级 Pk = Λk(idxk−αk)，并比较 Pk 与变量 δk 和当前系统执行作业的优

先级高低。如果 Pk 为最高优先级（取值最小），AdjustPrt过程将更新变量 αk 的值为

idxk，并将 Pk的取值更新为 Λk(0)。然后 AdjustPrt将继续比较 Pk与当前作业优先级的

- 17 -



ђ्ཝ学博士学位论文 ㅢ 2ㄖ 㓵ᙝᰬ䰪གྷᵸᓜ␭ਾީ䭤ᙝ䈹ᓜ㇍⌋

1: if there are no unterminated jobs except Jc
k then

2: for each τi ∈ π do
3: (idxi,αi,δi,Ωi)← (1,1,0, /0)
4: end for
5: prt(Jc

k )← Λk(0); idxk← idxk +1
6: else
7: Pcur← priority o f the current job

8: α ′← αk; Pk← Λk(idxk−α ′)
9: if Pk < max{δk,Pcur} then
10: αk← idxk; Pk← Λk(0)
11: end if
12: if Pk < Pcur then
13: update δi← max{δi,Pcur} for ∀τi

14: end if
15: Modify(Ωk,α ′,αk,δk) {check and update Ωk}
16: prt(Jc

k )← Pk; (idxk,δk)← (idxk +1,0)
17: end if

图 2.1 运行时优先级分配算法 AdjustPrt
Fig. 2.1 The online priority assignment routine AdjustPrt.

高低，并以此来判定是否发生作业抢占。如果 Pk 为更高优先级，则 AdjustPrt过程将

按照算法描述的第 13行来为每个任务更新抢占记录变量 δi的取值。

辅助集合 Ωk 和偏移变量 αk 的更新操作将通过函数Modify来实现。该函数主要

由两部分组合，具体伪代码描述如图2.2所示。函数的前半部分（从第 1行开始，至

第 7行结束）首先检查之前存储的偏移变量值 α ′ 与当前偏移变量值 αk 的大小。当

αk < αk 时，表明 αk 刚刚被调度程序更新，此时需要将之前的偏移变量 α ′ 存储到 α ′

中，以供将来新作业释放时使用。函数Modify的第 2行至第 5行会将记录的被抢占优

先级 δi不大于当前被抢占优先级 δk 的所有元组从辅助集合 Ωk 中删除掉，同时将变量

α ′ 的取值更新为删除元组中记录的被抢占优先级的最小值。然后函数Modify在第 8

行至第 10行检查当前的偏移变量 αk 是否需要被辅助集合 Ωk 中的某个值所代替。之

后将辅助集合 Ωk 中记录的偏移变量 δi不小于当前被偏移变量 δk 的所有元组全部删除

掉。

最后，算法 AdjustPrt将释放的运行时作业 Jc
k 的运行时优先级赋为 Pk，并将变量

idxk 和 δk 分别更新为 idxk +1和 0。

对于任意混合关键性偶发实时任务集合，如果能够被 LPA的离线优先级算法成

功为其最大忙碌周期内的所有作业分配优先级，那么 LPA的运行时调度算法则可以保

证该集合在运行时是混合关键性可调度的。对于该性质的证明请参考小节2.4。
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Modify(Ωk,α ′,αk,δk)

1: if α ′ < αk then
2: for each (xi,yi) in Ωk satisfies yi ≤ δk do
3: remove (xi,yi) from Ωk

4: α ′ = min{α ′,xi}
5: end for
6: add (α ′,δk) to Ωk

7: end if
8: for (xi,yi) in Ωk satisfies yi ≤ Λk(idxk +1−αi) do
9: αk = min{αk,xi}
10: end for
11: remove any tuple (xi,yi) satisfying xi ≥ αk from Ωk

图 2.2 算法 Ad justPrt 中调用的 Modi f y函数伪代码描述

Fig. 2.2 The Modify function invoked in AdjustPrt.

2.2.3 LPA算法实例

本小节将通过实例来具体说明 LPA算法的运行时优先级调整算方法 Ad justPrt(Jc
i )

在忙碌周期 BI 中的工作原理。实例采用如表2.1所示的混合关键性任务系统，该系统

在忙碌周期 BI 内的释放时序如图2.3所示。本实例通过例2.1计算得到忙碌周期 BI 中

的优先级分配计划表，并基于该表介绍算法 Ad justPrt(Jc
i )如何在新的运行时作业释放

时刻，来进行作业优先级调整并得到保障系统运行时可调度的优先级。

本小节不是一般性地假设新的忙碌周期在时间 0时刻开始，并且实时任务 τ3 和

τ4 在 0时刻同时释放该忙碌周期内的第一个运行时作业，并且所有的运行时调度参

数全部被重置为初始值（∀τi ∈ π : idxi = 1，α ′ = αi = 1，δi = 0，Ωi = /0）。遵从算法

AdjustPrt在图2.1中的描述，实时作业 J1
3 将获得运行时优先级 Λ3(0) = 5，而该优先

级高于实时作业 J1
4 的优先级 prt(J1

4) = Λ4(0) = 7。因此作业 J1
3 将首先占用处理器执

行。而后续释放的作业 J1
1 和 J1

2 将分别被分配运行时优先级 Λ1(0) = 1和 Λ2(0) = 3。

直至此刻，由于没有发生运行时作业的抢占执行，因此算法 AdjustPrt计算得到

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 time

τ1 :

τ2 :
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图 2.3 一个忙碌周期中的运行时调度次序实例
Fig. 2.3 An example of scheduling sequence during a busy period
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的 α ′ = αi，故不会对辅助集合 Ωi和偏移变量 αi进行任何调整。

当实时任务 τ1在时刻 17.5释放其第 2个运行时作业 J2
1 时，当前的偏移变量 α ′等

于 α1 = 1。此时函数 Ad justPrt(J2
1)尝试设置作业 J2

1 Λ1(idx1−α ′) = 2。由于该优先级高

于正在执行的作业 J1
4 的优先级（7），因此该函数调整当前的偏移变量 α1 为 idx1 = 2，

并重新分配该作业 J2
1 的优先级 P1为 Λ1(0) : 1 < prt(J1

4) : 7，然后为每个任务 τi 分别更

新其抢占记录参数 δi 的取值为 max{δi,7}。因为 α1 = 2 > 1 = α ′，所以函数Modify将

新元组 (α ′ : 1,δ1 : 7)添加到辅助集合 Ω1中。

当运行时作业 J2
2 在时刻 28被释放时，函数 Ad justPrt(J2

2)将执行类似的操作。在

该函数被调用时，α ′ = α2 : 1, prt(J1
4) = 7, Ω2 = {}, Λ2(idx2−α2) = 6 < δ2 = 7，因此函

数的第 10行设置 α2 = idx2 : 2 and P2 = Λ2(0) : 3，然后为每个任务更新器抢占记录参

数。因为 α2 > α ′，所以函数Modify执行如图2.2所示伪代码的第 2行至第 6行，将新

元组 (α ′ : 1,δ2 : 7)添加到辅助集合 Ω2。但是由于 Λ2(idx2 : 2+1− x1 : 1) = 10 > y1 : 7，

因此该函数执行第 8行至第 11行，重置变量 α2的取值为 x1 = 1，并从辅助集合 Ω2中

删除元组 (1,7)（即 Ω2← /0）。

2.2.4 运行时时间复杂度

本小节将 LPA算法的运行时时间复杂度进行分析。由于 PLRS调度算法在每次抢

占点发生的时刻，都要遍历所有任务的所有作业进行优先级调节，导致其运行时时间

复杂度为 O(N2)（其中 N 为任务数量）。而由图2.1中 LPA算法的运行时优先级调整算

法 AdjustPrt的描述可知，该算法仅包含两个非嵌套循环（第 2行至第 4行，和第 13

行）。并且每个循环体的迭代次数均为 N （任务数量）。接下来，本小节将分析函数

Modify的复杂度亦为 O(N)，从而得到全算的时间复杂度为 O(N)的结论。

引理 2.2：൞䘆㺂ᰬԱᝅᰬࡱθԱᝅ䖻ࣟ䳼ਾ Ωi : τi ∈ π ѣऻ੡ݹ㓺Ⲻᮦ䠅уՐཝ

ӄ NȾ

证明：根据 LPA算法的运行时调度过程可知，在运行时作业 Jc
i 的释放时刻 rc

i，

每当一个新元组 (x,y)被插入到辅助集合 Ωi 中时，必然存在一个作业 Jp
k 在时间区间

(rc−1
i ,rc

i ]内被抢占，并且没有优先级低于 prt(Jp
k )的其他作业在该时间区间内被抢占。

接下来通过反证法来证明该引理。假设在当前忙碌周期中的某一时刻 t1，辅助

集合 Ωi 被插入了第 (N +1)个元组 (xN+1,yN+1)，而导致该操作发生的对应作业为 J1。

因为系统中所有任务的数量为 N，所以必然存在一个之前被插入辅助集合的元组

(xm,ym)，满足导致该元组插入的相关作业 J2 与作业 J1 由相同任务在当前忙碌周期
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内释放，且释放时间为 t2。因为元组 (xm,ym)在 t1 时刻仍然包含在辅助集合 Ωi 之中，

根据图2.2中函数 Modify的定义可知，没有比优先级 ym 在区间 [t2, t1]内被抢占。因

此对于每个在时间区间 [t2, t1]内执行的作业 J，均满足 prt(J) < prt(J2)。从而可推出

prt(J)< prt(J2)。根据引理2.5可推出作业 J2 在作业 J1 的释放时刻 r1 不可能为活跃作

业，也即是说 J2 必然在时间区间 (t2, t1)内完成执行。但是当 J2 执行完毕时，如果当

前忙碌周期没有结束则必须有更低优先级的活跃任务接替 J2 占用处理器执行。这与

prt(J)< prt(J2)的假设是相矛盾的。由此，引理得证。 �

定理 2.3：LPA㇍⌋Ⲻ䘆㺂ᰬՎݾ㓝࠼䞃䗽ぁⲺᰬ䰪གྷᵸᓜѰ O(N)Ⱦ

证明：根据引理2.2可知，在任意时刻任意辅助集合 Ωi 包含元组的最大值为 N

（系统中的任务数量）。因此图2.2中所示的三个 Ωi 次数循环（第 2至 5行，第 8至 10

行，第 11行）的运行时复杂度为 O(N)。结合对算法 AdjustPrt其它部分的运行时复杂

度分析结果可推出，LPA全算法的运行时优先级分配过程的时间复杂度为 O(N)。由

此定理得证。 �

2.3 忙碌周期上界计算

在文献[39]中，Li和 Baruah介绍了一种通过任务集合负载来计算双关键性系统最

大忙碌周期上界的方法。该方法的计算结果是安全的，但是存在严重地过度近似。由

于基于 OCBP的方法（包括 LB，PLRS和 LPA）都需要存储离线计算得到的优先级分

配表，且该表的大小与忙碌周期的大小线性相关，因此通过使用更精确的忙碌周期上

界算法，能够降低运行时的空闲开销。事实上，更精确的忙碌周期上界算法不仅能提

升系统的运行时空间效率，还能够显著地提升系统的可调度性。本小节的后面部分将

对此进行分析。

本小节提出一个高效的算法来为任意关键性界别数量的混合关键性系统计算更为

精确的最大忙碌周期长度上界。

定义 2.3：㔏ᇐжѠ␭ਾީ䭤ᙝڬਇԱࣗ㌱㔕 τθᇐѿެ൞㌱㔕ީ䭤ᙝ㓝ࡡу䎻䗽

ℓᰬⲺᐛ֒䠅р⮂δ䇦֒ ΓℓεѰީ䭤ᙝ㓝ࡡуཝӄ ℓⲺᡶᴿԱࣗ൞Աᝅᘏ⻂ઞᵕ޻㜳

ཕᢝ㺂Ⲻᴶཝ㍥〥ᐛ֒䠅Ⱦ䴶㾷⌞ᝅⲺᱥ ΓL ㅿӄ㌱㔕Ⲻᴶཝᘏ⻂ઞᵕ䮵ᓜр⮂Ⱦ⢯

ᇐѿݻⲺθ㺛ࡡ Γ0 = 0Ⱦ

定理 2.4：㔏ᇐжѠ␭ਾީ䭤ᙝڬਇԱࣗ㌱㔕 τθૂެ൞ (ℓ−1)ީ䭤ᙝ㓝ࡡсⲺ

ᐛ֒䠅р⮂ Γℓ−1θࡏ┗䏩
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Ԛϕℓ =
Γℓ−1 +∑ζi≥ℓCi(ℓ)

1−∑ζi≥ℓ
Ci(ℓ)

Ti

(2.3)

Γℓ = Γℓ−1 + ∑
ζi=ℓ

Ci(ℓ) ·
(

1+
⌊

ϕℓ
Ti

⌋)
(2.4)

证明：考虑任意一个在时刻 ts 开始的忙碌周期 BI。系统关键性级别在该忙碌周

期内的某一时刻 t∗ 升级到 ℓ，并一直保持的该忙碌周期的结束时刻 te。令Wi 表示 BI

内任务 τi 执行的工作量。现在将系统在忙碌周期 BI 内累积的所有执行工作量划分为

三部分：W l− = ∑∀ζi<ℓWi，W ℓ = ∑∀ζi=ℓWi和W ℓ+ = ∑∀ζi>ℓWi。因为W ℓ−只能在时间区

间 [ts, t∗)内执行，而该时间区间必然包含在某个系统运行时关键性级别不超过 ℓ−1的

忙碌周期内，所以可推出如下不等式

W ℓ− ≤ Γℓ−1. (2.5)

接下来通过反证法来继续证明该定理。令 bl 表示忙碌周期 BI 的长度，易知 bl =

W ℓ−
m +W ℓ

m +W ℓ+
m 。根据式 (2.5)可推出

∑
∀ζi=ℓ

Ci(ℓ) · (1+
⌊

bl
Ti

⌋
) ≥ W ℓ

m

> ∑
∀ζi=ℓ

Ci(ℓ) ·
(

1+
⌊

ϕ
Ti

⌋)
⇒ bl > ϕ

⇔ bl >
Γℓ−1 +∑∀ζi≥ℓCi(ℓ)

1−∑∀ζi≥ℓ
Ci(ℓ)

Ti

⇔ bl > Γℓ−1 + ∑
∀ζi≥ℓ

Ci(ℓ) ·
(

1+
bl
Ti

)
≥ Γℓ−1 + ∑

∀ζi≥ℓ

Ci(ℓ) ·
(

1+
⌊

bl
Ti

⌋)
≥ W ℓ−+W ℓ+W ℓ+

⇔ bl > bl

根据该矛盾，定理得证。 �

根据定理2.4，本小节提出了一个递归算法来计算最大忙碌周期长度上界 ΓL。算

法描述如图2.4所示。

利用式 (2.3)中的参数 ϕℓ，可以得到如下计算忙碌周期内每个任务 τi 释放作业数

量的等式

Ni =

⌈ϕζi

Ti

⌉
. (2.6)
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ComputeGamma(ℓ)

1: if ℓ= 0 then
2: return 0
3: end if
4: Γ←ComputeGamma(ℓ−1)

5: γ ←
Γ+∑ζi≥ℓCi(ℓ)

1−∑ζi≥ℓ
Ci(ℓ)

Ti

6: return Γℓ−1 +∑ζi=ℓCi(ℓ) ·
(

1+
⌊

γℓ
Ti

⌋)
图 2.4 计算关键性级别 ℓ下的工作量

Fig. 2.4 ComputeCriticality-ℓwork load.

与文献 [39]中提出的方法相比，通过更精确的忙碌周期上界，式 (2.6)能够得到

更小的作业数量。因此本小节的方法能够提升系统的运行时空间效率。除此之外，通

过更精确的忙碌周期上界还可以提升系统的可调度性。接下来，本小节将通过实例分

析来展示其中的原因。首先考虑如下表所示的混合关键性系统。

Task Ti Di ζi Ci(1) Ci(2)

τ1 15 15 2 8 14

τ2 80 80 1 9 9

低关键性 [39]中介绍的方法，可以计算得到该系统的忙碌周期上界为 bl = 3309。

而在该长度的时间区间内能够包含 221 个高关键性任务 τ1 释放的作业，和 42 个

由低关键性任务 τ2 释放的作业。因为该系统中高关键性任务 τ1 的利用率非常高

（93.33%），该任务释放的作业不能够承受太多高优先级的低关键性作业。因此，在离

线优先级分配算法的开始阶段将会把当前的最低优先级分配给低关键性任务的作业。

但是，大量高优先级高关键性任务作业同样会导致低关键性任务的作业错失截止期。

在本小节实例的实验中，但系统剩余 215个高关键性任务 τ1 释放作业和 24个低关键

性任务 τ2释放作业未分配优先级时，存在如下关系

C1(2) ·215+C2(2) ·24 = 3226 > T1 ·214+D1 = 3225 (2.7)

C1(1) ·215+C2(1) ·24 = 1936 > T2 ·23+D2 = 1920. (2.8)

因此，无论是高关键性作业 J215
1 或是低关键性作业 J24

2 ，均不能被赋予当前的最低优

先级。也即是说，离线优先级分配释放，系统不可调度。当通过对该实例的进一步观

察可以发现 d24
2 = 1920，而高关键性任务 τ1 在低关键性作业 J24

2 的截止期之前最多释

放
⌈1920

15

⌉
= 128个作业。然而根据式 (2.7)的测试会计算 215个 τ1释放作业的累积工作

量，从而导致了过度的工作量估计。
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但是通过本节提出改进算法，能够计算得到更为精确的上界 blHI = 345。而在该

长度的时间区间内仅包含 23个高关键性任务 τ1 释放的作业，和 5个低关键性任务 τ2

释放的作业。这样便显著减小了对于累积工作量的过度估计，从而能够使得离线优先

级分配算法成功返回结果。因此该实例的任务集合采用 LPA算法是可调度的。

2.4 LPA算法可调度性的证明

在本小节将形式化地证明当 LPA的离线优先级算法能够成功返回优先级分配计

划表示，LPA算法的在线优先级调整算法能能够保证系统的混合关键性可调度性。

定义 2.4 (忙碌集合)：൞ḆѠ⢯ᇐᘏ⻂ઞᵕ޻θٽ䇴ᆎ൞жѠ䘆㺂ᰬ֒ѐ

Jα
i : α ∈N㧭ᗍΛi(0)֒Ѱެ䘆㺂ᰬՎݾ㓝ȾᇐѿԱࣗ τiⲺᘏ⻂䳼ਾѰ Sα = {Jc

i | c≥α}Ⱦ

定义 2.5 (问题窗口)：㔏ᇐжѠ䘆㺂ᰬ֒ѐ Jc
kθެ㻡䎁Ҿ䘆㺂ᰬՎݾ㓝 Λk(c−α)Ⱦ

ᇐѿ֒ѐ Jc
k Ⲻ䰤从ネਙѰᰬ䰪॰䰪 (rα

k , f c
k ]θެѣ rα

k 㺞⽰㻡࠼䞃 Λk(0)Ѱ䘆㺂ᰬՎݾ

㓝Ⲻ֒ѐ Jα
k Ⲻ䠀᭴ᰬ䰪Ⱦ

需要注意的是，在当前忙碌周期中每个曾经使用过的 αi 取值 θ ，其只有在某个

特定作业 Jθ
i 被释放并且被分配了优先级 Λi(0)时，才可能被重新使用。

定义 2.6 (干涉数量上界)：㔏ᇐжѠ䘆㺂ᰬ֒ѐ Jc
k ૂжѠԱࣗ τiθᇐѿᒨ⎿ᮦ䠅

р⮂ BIC(Jc
k ,τi)ѰԱࣗ τi ൞ᖉࢃᘏ⻂ઞᵕ䠀᭴Ⲻᡶᴿ֒ѐѣθՎݾ㓝ཝӄᡌㅿӄ֒ѐ

Jc
k ⲺՎݾ㓝ъ൞ Jc

k Ⲻ䰤从ネਙѣᢝ㺂Ⲻ֒ѐⲺᴶཝᮦ䠅Ⱦ

定义 2.7 (活跃作业)：жѠ൞ᖉࢃᘏ⻂ઞᵕѣᐨ㔅㻡䠀᭴Ⲻ֒ѐθྸ᷒ቐᵠᢝ㺂

ᇂ∋ᡌഖ㌱㔕ީ䭤ᙝ㓝ࡡॽ儎㙂㻡㓾↘ᢝ㺂䳴θࡏᇐѿ䘏ṭⲺ֒ѐѰ⍱䏹֒ѐȾ

引理 2.5：㔏ᇐԱᝅжѠ䘆㺂ᰬ֒ѐ Jc
i ∈ Sαθެ൞ᰬࡱ rc

i 䠀᭴ᒬ൞ f c
i ᢝ㺂ࡱᰬ

ᇂ∋θ঩ Jc
i ൞ᰬ䰪॰䰪 (rc

i , f c
i Ѱ⍱䏹֒ѐȾሯӄ∅Ѡ൞֒ѐ޻( Jc

i ⍱䏹ᵕ䰪䠀᭴Ⲻ֒

ѐ Jh
i : h > cθൽ┗䏩 Jh

i ∈ SαȾ

证明：该引理使用反证法来证明。假设作业 Jh
i 为时间区间 (rc

i , f c
i )内释放的第一

个满足如下条件的作业：

prt(Jh
i )< Λi(h−α).

假设作业 Jh
i 的释放时刻为 rh

i。根据算法 AdjustPrt的定义可推出，在时刻 rh
i，满

足下面等式：

δi > Pk ≥ Λi(h−α)> Λi(c−α) = prt(Jc
i ).

因此，在时间区间 (rc
i ,r

h
i ] ⊂ (rc

i , f c
i )内，必定存在一个优先级为 δi 的被抢占作业
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Jl。也即是说，作业 Jl 的优先级为 δi > prt(Jc
i )，故其在 (rc

i ,r
h
i ]必然会执行一段时间。

Jc
i 在该时间区间内还是活跃的。

但是任何低优先级的作业都不可能在运行时抢占更高优先级作业的执行，因此作

业 Ji不能够在作业 Jc
i 的活跃时间区间 (rc

i , f c
i )内执行。

上述矛盾证明了该引理的正确性。 �

引理 2.6：ሯӄԱᝅжѠ䘆㺂ᰬ֒ѐ Jc
kθྸ᷒ެ⭧㇍⌋ AdjustPrt䎁ҾҼՎݾ㓝

Λk(c−α)θ䛙Ѿᗻ❬┗䏩ᡶᴿՎݾ㓝քӄ prt(Jc
k)Ⲻ䘆㺂ᰬ֒ѐ䜳у㜳ཕ൞ Jc

k Ⲻ䰤从

ネਙ޻ᢝ㺂Ⱦ

证明：当满足 c = α 时，作业 Jc
k 的问题窗口区间为 (rc

k, f c
k ]，并且易知没有优先级

低于 prt(Jc
k)的运行时作业能够在该问题窗口内执行。

接下来使用反证法来证明当 c > α 时的情况。假设作业 J∗ 的优先级低于 prt(Jc
k)

（prt(J∗) > prt(Jc
k)），并为在问题窗口 (rα

k , f c
k ]能够执行一段时间的最低优先级作业。

因为 prt(J∗)> prt(Jc
k)，J∗ 不能够在时间区域 (rc

k, f c
k ]内执行，所以只需要分析作业 J∗

在区间 (rα
k ,r

c
k]内执行的情况。一旦作业 J∗ 开始执行，则表明系统中已经不存在优先

级高于 prt(J∗)的活跃作业。而如果在其执行阶段没有更高优先级的作业释放并抢占

其执行，那么 J∗ 一定会在某一时刻 t∗ ∈ (rα
k ,r

c
k]结束执行。此时要么有更低优先级的

活跃作业继续执行，要么当前忙碌周期结束。而上述两种情况都与本证明中的假设相

矛盾。因此作业 J∗ 必定要在某一时刻 t p ∈ (rα
k ,r

c
k]被新释放的高优先级作业抢占，并

在时刻 f c
k 之前一直保持活跃。令 f c

k 表示任务 τi 在时间区间 [t p,rc
k]内释放的第一个作

业。根据上面的讨论可推出 Pk < prt(J∗) = δ ′ at rn
k。从而根据函数Modify的定义可知，

变量 αk 被设置为 n > α，一个新元组 (α ′,δ ′)将被添加到辅助集合 Ωk 中。另外，由于

J∗是在区间 (rα
k ,r

c
k]内执行的最低优先级作业，因此可知在区间 (rα

k ,r
c
k]内满足 δk < δ ′。

当满足 α ′ ̸= α 时，因为所有满足 y≤ δ ′的元组 (x,y)都将在作业 Jn
k 的释放时刻被

函数Modify从辅助集合 Ωk 中删除，并且 Ωk 中将不再包含存储偏移变量记录 α 的元

组。因此在当前忙碌周期内，变量 αk 不可能在时刻 rn
k 之后再被重新设置为 α 。这与

某个将来释放作业 Jc
k 被赋予优先级 Λk(c−α ′)的假设相矛盾。

当满足 α ′ = α 时，因为 ∀idx < c : Λk(idx+1−α)≤ Λk(c−α)< δ ′，偏移变量的取

值 α 不能够在作业 Jc
k 释放之前被重新使用。而这同样与假设相矛盾。

综上，引理得证。 �

引理 2.7：㔏ᇐԱᝅжѠ䘆㺂ᰬ֒ѐ Jc
i ∈ Sαθሯӄኔӄф Jc

i ⴮ੂᘏ⻂ઞᵕⲺ⭧Ա

ࣗ τi 䠀᭴Ⲻ∅Ѡ֒ѐ Jh
i : h > cθྸ᷒൞ᰬ䰪॰ต (rα

i ,r
h
i 㓝քӄݾᴿՎ⋖޻[ Λi(h−α)
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Ⲻެᆹ֒ѐখ⭞༺⨼ಞᢝ㺂θ䛙Ѿжᇐ┗䏩 Jh
i ∈ Sαθ঩ prt(Jh

i )≥ Λi(h−α)Ⱦ

证明：该引理通过反证法来证明。假设作业 Jh
i : h > c是由任务 τi释放的第一个满

足约束 prt(Jh
i ) < Λi(h−α)（即 αh

i > α）的运行时作业。根据图2.2中函数Modify的

定义可知，如果没有之后释放的作业被分配优先级 Λi(0)，那么变量 αi 的取值将会

单调递减，因此 prt(Jc
i ) = Λi(c−αi) ≥ Λi(c−α)。因为 prt(Jh

i ) < Λi(h−α)，故可推出

prt(Jh
i ) = Λi(0)，进而推出上式的必要条件 Pk < max{δi,Pcur}必然成立。

如果 δi > Pcur，那么在时间区间 (rc
i ,r

h
i )内必然存在一次作业抢占，并且被抢占作

业的优先级为 δi > Pk。否则，当前执行作业的优先级低于 Pk。综上两种情况，都可推

出在时间区间 (rc
i ,r

h
i )内存在某个优先级低于 Pk 的作业执行了一段时间。

该结论与时间区间 (rα
i ,r

h
i ]内不存在优先级低于 Λi(h−α)的作业能够占用处理器

执行的假设是相矛盾的。由此，引理得证。 �

引理 䇴жѠ䘆㺂ᰬ֒ѐٽ：2.8 Jc
k ൞ᰬࡱ rc

k 䠀᭴θᒬъ᤿➝ LPA㇍⌋㻡࠼䞃Ҽ䘆

㺂ᰬՎݾ㓝 Λk(c−αk) : 1≤ αk ≤ cȾ䛙Ѿሯӄ ∀τi ∈ πθൽ┗䏩

BIC(Jc
k ,τi)≤∥ {x|Λi(x)≤ prt(Jc

k)} ∥ . (2.9)

ެѣ ∥s∥㺞⽰䳼ਾ sѣऻ੡ݹ㍖Ⲻᮦ䠅Ⱦ

证明：根据算法 AdjustPrt的优先级分配方法可知，必然存在一个更早释放的作

业 Jαk
k 被分配了优先级 Λk(0)。由引理2.7可知，每个在时间区间 (rαk

k ,dc
k ]内执行的作业

J j
i 均满足如下不等式：

prt(J j
i )≤ prt(Jc

k)。 (2.10)

为了计算作业 Jc
k 的时间窗口内高优先级作业的数量，令变量 xi 存储 Λi 中第一条

记录的索引，并且满足条件Λi(xi)> prt(Jc
k)=Λk(c−αk)，即 xi =min

{
x|Λi(x)> prt(Jc

k)
}
。

特别的，对于 x≥ Ni，有 Λ(x) = +∞。根据引理2.1，可推出

∥ {x|Λi(x)≤ prt(Jc
k)} ∥= xi。 (2.11)

根据任务 τi 在时刻 rαk
k 是否存在已释放的活跃任务，可以将混合关键性任务集合

τ 分为两个划分 πactive和 πsilent：对于任意任务 τi ∈ τ，如果在时刻 rαk
k 存在其释放的活

跃任务 Ji，则 τi ∈ πactive；否则 τi ∈ πsilent。下面将对这两种情况分别进行讨论。

1)考虑 πactive：

对于任意任务 τi ∈ πactive，不失一般性地令 Ja
i 表示由该任务释放并在时刻 ro

k 依然

活跃的最小序号作业（最早释放者）。假设作业 Ja
i 在时刻 ra

i 释放，并且满足 Ja
i ∈ Sai。

显然 a≥ ai≥ 1，因此 Λi(a+ xi−ai)≥ Λi(xi)。
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当 prt(Ja
i ) > prt(Jc

k) 时，因为作业 Jc
k 比作业 Ja

i 的优先级更高，所以根据引

理2.6可知 Ja
i 不会在作业 Jc

k 的问题窗口 (rαk
k , f c

k ] 内执行。因此作业 Ja
i 必然在时

间区间 (rαk
k , f c

k ] 内保持活越性，并且任务 τi 在 (rαk
k , f c

k ] 内释放的所有作业均属于

集合 Sai。所以对于每个作业 J j
i，如果其满足 j ≥ a 和 r j

i ∈ (rαk
k , f c

k ]，那么可推出

prt(J j
i ) ≥ Λi( j−ai) ≥ Λi(a−ai) = prt(Ja

i ) > prt(Jc
k)，即任务 τi 释放的所有作业都不会

在作业 Jc
k 的问题窗口中执行。从而可推出

BIC(Jc
k ,τi) = 0≤ xi. (2.12)

当 prt(Ja
i )< prt(Jc

k)时，根据引理2.5可推出在时刻 rαk
k 由任务 τi释放的所有作业

都属于集合 Sai ，并且满足 δi ≤ prt(Ja
i )。根据引理2.6可知，所有优先级低于 prt(Jc

k)

的运行时作业都不能够在时间区间 (ro
k , f c

k ]内执行，因此也不会被高优先级作业抢占。

1因此在时间区间 (rαk
k , f c

k ]满足条件 δi ≤max
{

prt(Ja
i ), prt(Jc

k)
}
= prt(Jc

k)< Λi(xi)。再根

据引理2.7可推出，任意由任务· τi释放的作业 Jh
i : h≥ xi +ai > c均属于忙碌集合 Sai，

即满足 prt(Jh
i )≥ Λi(xi)> prt(Jc

i )。综合上面结论有如下不等式成立：

BIC(Jc
k ,τi)≤ (xi +ai)−a≤ xi (2.13)

2)考虑 πsilent：

对于任意任务 τi ∈ πsilent，不失一般性地令 Js
i ∈ Ssi 表示任务 τi 在时间区间

(rαk
k , f c

k ] 内释放的第一个运行时作业。与之前分析类似，同样引入变量 xi。容易验

证条件 s ≥ si ≥ 1和 Λi(s+ xi− si) ≥ Λi(xi)是成立的。根据引理2.6可推出，在时间区

间 (rs
i , f c

k ] ⊂ (rαk
k , f c

k ]内满足 δi ≤ prt(Jc
k) < Λi(xi)。再根据引理2.7可知，任意由任务 τi

释放的作业 Jh
i : h ≥ xi + si > c，均属于忙碌集合 Ssi。又因为 Js

i ∈ Ssi，所以对于任

意任务 τi 在时间区间 Jh
i : h ≥ xi + si > c 内释放的作业均满足：如果 h ≥ xi + si，则

prt(Jh
i )≥ Λi(xi)> prt(Jc

i )。

综上可推出如下不等式成立：

BIC(Jc
k ,τi)≤ xi + si− s≤ xi−1. (2.14)

根据式 (2.12)，式 (2.13)，式 (2.14)和式 (2.11)可推出，对于 ∀τi ∈ π 均满足

BIC(Jc
k ,τi)≤ xi−1 =∥ {x|Λi(x)≤ prt(Jc

k)} ∥ .

由此引理得证。 �

定理 2.9：ሯӄԱᝅ␭ਾީ䭤ᙝ㌱㔕 τθྸ᷒ LPAⲺ⿱㓵㇍⌋㜳ᡆࣕሯެ䘑㺂⿱

1Note that there may be more than one jobs from different tasks release at same time instant t, and the scheduler will handle

these events respectively with arbitrary order. To simplify the analysis, we treat the earlier handled job as earlier released one

and vice versa.
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㓵Վݾ㓝࠼䞃θࡏ LPAⲺ䘆㺂Վݾ㓝࠼䞃㇍⌋㜳ཕؓ䇷 τ ᱥ␭ਾީ䭤ᙝਥ䈹ᓜⲺȾ

证明：该定理使用反证法来证明。假设作业 Jm+α−1
k 被赋予运行时优先级 Λk(m−

1)，并是第一个错失截止期其 dm+α−1
k 的作业。根据引理2.6和引理2.8可推出，在作

业 Jm+α−1
k 的问题窗口 (rα

k ,d
m+α−1
k ]内，满足

∑
τi∈π

Ci(ζk)×BIC(Jc
k ,τi)≤ ∑

τi∈π
Ci(ζk)× (xi−1)

≤ ∑
∀i, j:Λi( j)≤Λk(m)

Ci(ζk)

≤ Tk× (m−1)+Dk

≤ dm
k − rα

k

这与式 (2.2)相矛盾。该定理得证。 �

2.5 实验结果与分析

本小节将对 LPA算法和另一个基于 OCBP的算法 PLRS在可调度性，运行时时间

效率和运行时空间效率上的性能进行综合评价分析。本节实验采用了单处理器平台上

双关键性的隐式截止期偶发任务模型。前面已经对 LPA算法流程进行介绍，也分析了

其在时间复杂度、空间复杂度、可调度性等方面较现有算法的显著改进，最后也在理

论上证明了利用 LPA算法调度的正确性；在本章将用 LPA与 PLRS算法进行对比实

验，通过实验来具体分析 LPA较 PLRS算法在时间复杂度、空间复杂度、可调度性的

改进情况；该实验将在偶发性任务系统的单处理器平台来完成，实验中任务采用双关

键性（HI、LO）、隐式截止期。

2.5.1 随机任务集合生成

我们采用与文献 [69]中类似的生成混合关键性随机任务集的方法。一个随机实时

任务集初始时被设置为空集 π ← /0，然后逐次添加新的随机混合关键性实时任务。随

机任务的生成主要受 5个参数的控制：随机任务为高关键性任务的最大概率 PHI ；高

关键性任务的高关键性下的最差执行时间与低关键性下最差执行时间的最大比例 RHI

务在低关键性下最差执行时间的最大值 C(LO)；最大的实时任务周期 T max；和单位速

率处理器的个数 m。每个新的随机实时任务按照如下步骤生成：

（1）τi服从 PHI的概率取值 HI，否则取值 LO；

（2）Ci(LO)的取值在 {1,2, · · · ,Cmax
LO }范围内服从均匀分布；

（3）如果该随机任务为低关键性任务则 Ci(HI) =Ci(LO)；

否则 Ci(HI)在 {Ci(LO),Ci(LO)+1, · · · ,RHI ·Ci(LO)}范围内均匀分布；
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（4）Ti的取值在 {Ci(ζi),Ci(ζi)+1, · · · ,T max}范围内服从均匀分布；

（5）由于我们采用隐式截止期的模型,所以有 Di = Ti。

我们定义一个双关键性实时任务集 π 的平均利用率为:

Uavg =
ULO(π)+UHI(π)

2
(2.15)

每个任务集在生成时都有一个平均资源利用率基准 U⋆。由于产生拥有准确资源

利用率的随机任务集比较困难，所以我们允许任务集的平均利用率有一个可接受的误

差范围：U⋆
min =U⋆−0.005,U⋆

max =U⋆+0.005。若满足Uavg(π)<U⋆
min,就继续产生更多

的任务并将它们添加到任务集 π。如果将一个任务加入 π 后导致Uavg(π)>U⋆
max 则随

机任务集生成算法将整个任务集抛弃，并从一个空的任务集重新开始生成。如果将一

个随机任务加入 π 后，满足 U⋆
min ≤Uavg(π) ≤U⋆

max，则一个随机任务集生成完毕，除

非任务集中的所有任务都有相同的关键性或者ULO(π)> 0.99或UHI(π)> 0.99。在这种

情况下，此任务集也将被抛弃。

在每次实验中生成随机任务集的各个参数设置分别为 PHI = 0.5，RHI = 2，Cmax
LO =

10，T max = 100。

2.5.2 时间开销
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图 2.5 PHI = 0.5，RHI = 2，Cmax
LO = 10，T max = 100

Fig. 2.5 PHI = 0.5, RHI = 2, Cmax
LO = 10 and T max = 100

本节首先将通过模拟调度过程来对运行时调度的时间开销予进行评价。对于每个

随机任务集，随机生成 5000个运行时释放的作业，并统计模拟调度器调度这些作业

的时间开销。
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本节针对如下两个方面比较 LPA算法与 PLRS算法的进行调度时间开销：

• 所有开销：表示模拟器 1000个作业中总的运行时间开销；

• 最大开销：表示模拟器 1000个作业中运行时间开销最大的作业。

图2.5展示了 LPA算法与 PLRS算法的运行时调度时间开销对比实验的结果。图

中每个点的数据都基于超过 5000个随机任务集合样本。其中 x-轴表示随机任务集合

的平均利用率，y-轴表示 LPA算法第总体（或最大）时间开销与 PLRS算法对应开销

的比率。例如图中曲线 Maximal overhead的一点 (0.81,0.29)，x-轴坐标值为 0.81表示

生成随机任务集合的目标利用率为 81% y-轴坐标值为 0.29表示在平均情况下，LPA

算法的最大运行时调度开销为 PLRS算法开销的 29%。

观察曲线的性质可知，LPA在不同利用率下的时间开销都比 PLRS算法的时间开

销要小，从而可知 LPA算法在运行时的时间效率远远高于 PLRS算法，尤其当系统的

利用率高的时候改善效果越显著。

2.5.3 空间开销

本小节继续评价算法在运行时空间开销上的性能。实验通过统计在忙碌周期内可

能释放的最大作业数量来计算优先级分配表 Λ的大小，进而评价运行时的空间开销。

图2.6展示了实验结果。图中每个点均包含了至少 5000个随机任务集合样本的信息。

其中 x-轴坐标值表示随机任务集合的平均利用率；y-轴坐标值表示 LPA算法存储的

优先级分配表大小与 PRLS算法存储大小的比率。图2.6中的实验结果表明，由于使用

了更为精确的忙碌周期长度计算方法，LPA算法相较于 PLRS算法能够显著降低运行

时调度的空间开销。当系统的利用率越高时，空间开销降低的效果越显著。

2.5.4 可调度接受率

最后一个实验将比较 LPA算法相较于 PLRS算法在随机任务集合可调度接受比率

上的提升效果。实验结果如图2.7所示。其中 x-轴坐标值表示随机任务集合的平均利

用率；y-轴坐标值表示随机任务集合的可调度接受率，即随机任务集合中可被算法调

度的数量占总体样本数量的比率。图2.7中的每个点均包含至少 10000个随机随机任务

集合样本的信息。实验结果表明本章提出的 LPA算法能够显著提高随机任务集合的可

接受率。这是因为通过本章提出的更为精确的忙碌周期计算方法，能够显著减小需要

分配优先级的作业数量，从而降低了在进行工作量分析时的悲观程度。对此的详细分

析可参考小节2.3中的说明。
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图 2.6 PHI = 0.5，RHI = 2，Cmax
LO = 10，T max = 100

Fig. 2.6 PHI = 0.5, RHI = 2, Cmax
LO = 10 and T max = 100

2.6 小结

本章提出了一个基于 OCBP算法的混合关键性偶发任务系统调度算法 LPA。与之

前提出的基于 OCBP的调度算法相比，LPA能够显著地提升运行时调度的时间、空间

效率，以及系统的可调度性。LPA算法的主要思想是尽可能晚的对运行时作业优先级

计划表进行调整，以避免与调度决策没有直接关联的冗余优先级调整开销。通过随机

生成任务集合的实验也验证了本章提出的 LPA算法在运行时调度时间、空间效率和可

调度性方面的优良性能。
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图 2.7 PHI = 0.5，RHI = 2，Cmax
LO = 10，T max = 100

Fig. 2.7 PHI = 0.5, RHI = 2, Cmax
LO = 10 and T max = 100
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第 3章 基于虚拟截止期的划分调度算法

随着信息技术日新月异的发展，现代嵌入式实时系统中集成功能的规模和复杂性

也呈现爆炸式增长的趋势。例如当今汽车电子系统中已经集成了数十个甚至上百个的

微处理器，而航空电子系统中微处理器的数量则更为庞大。为了适应未来日益复杂、

庞大的系统功能需求，以及满足嵌入式实时系统硬件本身体积、成本、能耗等诸多方

面的约束，将多个在传统设计中部署在独立子系统中的不同关键性功能应用集成到共

享处理器资源的单一硬件平台成为当今嵌入式实时系统设计的趋势和发展方向。而多

处理器平台的出现极其迅猛发展，极大提升了处理器性能的同时也为嵌入式系统功能

集中化的设计方案提供了硬件性能的保障。然而较之于传统的实时调度问题，混合关

键性系统中的实时调度和可靠性认证等问题更为复杂和困难。而传统的经典调度算法

(如 RM，EDF等)在混合关键性系统中的资源利用率十分低下，不能直接应用于系统

设计。

2007年，Vestal在文献 [20]中首先形式化定义了单核处理器平台上的混合关键性

系统（Mixed Criticality Systems）中的实时调度问题。之后，混合关键性系统的研究

迅速成为近年来实时系统领域的热点问题并引起了大量知名学者的关注。然而大量

的工作都集中于单处理器平台上的混合关键性系统调度问题。近年来，多处理器平

台中的混合关键性系统调度问题受到了广泛地关注。根据是否允许相同任务释放的

作业在运行时执行在不同的处理器上，传统的单关键性多处理器调度算法通常被分

为全局调度和划分调度。而文献 [134]证明了在强实时系统中划分调度具有更好的可

调度性。Kelly等在文献 [92]中首次提出了可抢占多处理器平台中基于固定优先级算

法的划分调度问题，并分别对比了采用资源利用率降序排列（Decreasing Utilization，

DU）和关键性降序排列（Decreasing Criticality，DC）两种实时任务集排序策略以及

FFD，WSD等启发式划分策略对划分调度性能的影响。Baruah等在文献 [104]中提出

了基于非固定优先级算法 EDF-VD[45]，并采用基于 DC策略的混合关键性划分调度算

法MC-Partition。

Vestal在文献 [20]中形式化定义了单核处理器平台上的混合关键性系统。将传统

的实时调度方法（比如 EDF）直接应用到混合关键性任务系统中可能会导致非常低下

的可调度性能。文献 [36, 39, 47, 54, 60]分别研究了不同关键性级别下调度问题的差异

性，并提出了各自的方法来提升混合关键性系统的可调度性。而 Ekberg和 Yi在文献

[69]中提出了一个可调度性能十分出众的算法（本章称之为 EY-VD）。EY-VD算法基
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于 EDF-VD (EDF with virtual deadlines)[45] 中虚拟截止期的思想，通过更自由地调节高

关键性任务的虚拟截止期来平衡不同关键性级别下系统的可调度性。小节3.1.3将对

EY-VD算法进行简要的介绍。文献 [104]已经将 EDF－ VD算法扩展到了多处理器系

统中。本章将研究把可调度性更优异的 EY-VD算法扩展到多处理器平台中的方法。

传统的（单关键性）多处理器调度算法通常被分为两类[135]：全局调度算法和划

分调度算法。其中全局调度算法允许任意任务在运行时释放的任意作业都能够在任意

可用的处理器上执行，并允许作业在不同处理器间的迁移；而划分调度算法会将每个

任务分配到各自特定到处理器当中，在运行时每个任务释放的所有作业仅能够在其被

分配到处理器中执行，不允许任何的作业迁移。而最近的多处理器调度研究成果表

明，在硬实时系统中划分调度算法通常拥有相较于全局调度算法更好的可调度性[134]。

因此本章主要研究使用划分调度策略的混合关键性多处理系统调度问题。

任务划分策略的选择对于划分调度算法的性能影响是巨大的。在传统实时系统的

划分调度算法中，采用首次适应（First Fit，FF）划分策略的算法通常表现出更好的性

能。而文献 [92]通过对不同划分策略和任务分配次序组合对混合关键性划分调度算

法性能影响的评价，得出了 FF划分策略和关键性降序任务分配次序对组合（FF and

criticality-decreasing，FFDC）具有最佳可调度性能的结论。但是本章的研究表明，FF

划分策略不能很好的利用不同关键性模式下系统调度的差异性，而采用该策略扩展的

EY-VD划分调度算法不能得到满意的可调度性能。

因此本章提出了对于高关键性任务和低关键性任务分别采用不同策略的混合划

分调度算法 MPVD（Mixed-criticality Partitioning with Virtual Deadlines）。该算法首先

使用最差适应（worst-fit (WF)）划分策略来分配高关键性任务，然后使用首次适应

（first-fit）划分策略来分配低关键性任务。通过混合划分策略，能够使高关键性的任

务能够被均匀地分配到不同处理器（核心）中，以使得 EY-VD算法能够有更多的空

间来平衡不同关键性级别下的工作量，并提升系统的可调度性。

MPVD算法的性能会随着处理器（核心）数量的增加而出现明显的下降。为了解

决该问题，本章提出了两个优化算法来进一步提升算法的性能。首先考虑到由于高关

键性任务在所有处理器中的均匀分配，可能导致无法为利用率较高的低关键性任务分

配到拥有足够剩余资源的处理，造成充足的所有处理器（核心）剩余资源总量无法被

充分利用。针对该问题，本章提出了为利用率较高的低关键性任务预留资源的策略。

另外，本章还提出了优化的虚拟截止期调整算法来进一步提升MPVD算法的性能。

随机生成任务集合的模拟实验结果表明，与已有的多处理器混合关键性调度算法

相比，本章提出的MPVD算法（特别是继承了两个优化策略的版本）能够显著地提升
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系统的可调度性。

3.1 基本概念

3.1.1 混合关键性任务和混合关键性作业

本章为了简化系统行为的描述和算法表达与分析，只研究拥有两个关键性级别的

双关键性系统模型。并使用符号 LO表示低关键性级别，使用 HI表示高关键性级别。

而本文的结论均可以扩展到任意关键性个数的情况。

与小节2.1中对混合关键性系统模型的定义类似，本章将每个混合关键性任务定

义为四元组：τi = (Ti,Di,Ci,ζi)，该元组中各元素的语义说明如下：

• Ti ∈ R+，表示实时任务 τi任意连续释放的两个作业间的最小释放时间间隔。

• Di ∈ R+，表示实时任务 τi的相对截止期。

• Ci ∈ N+→ N+，表示实时任务 τi的最差执行时间函数，返回 τi在不同关键性下

系统评估的最差执行时间取值。

• ζi ∈ {LO,HI}，表示任务的关键性界别，其中 LO表示低关键性级别，HI表示高关

键性级别。

需要注意的是，每个任务的最小释放时间间隔与其相对截止期之间不存在约束关

系。

为了成功调度上述的双关键性系统，所有高关键性任务释放的作业无论在低关键

性模式还是高关键性模式下都必须满足截止期约束，而低关键性任务释放的作业仅需

要在低关键性模式下满足截止期约束。

为了描述系统在不同关键性模式下的工作量差异，使用符号ULO
i 和UHI

i 分别表示

任务 τi在低关键性模式和高关键性模式下的资源利用率：

ULO
i ,Ci(LO)/Ti，UHI

i ,Ci(HI)/Ti。

使用 LO(π), {τi ∈ π|ζi = LO}表示任务集合 τ 中所有低关键性任务的资源利用率

之和，并使用 HI(π), {τi ∈ π|ζi = HI}表示所有高关键性任务的资源利用率之和。并分

别定义低关键性模式与高关键性模式下的总体资源利用率ULO(π)和UHI(π)如下：

ULO(π), ∑
τi∈π

ULO
i ，UHI(π), ∑

τi∈HI(π)
UHI

i 。

3.1.2 需求上界函数 DBF

需求上界函数 (Demand-Bound Function, DBF)描述任意指定长度时间间隔内,系统

产生的最大执行时间需求上界,即系统所需提供的能够保证实时性约束的最小处理器
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资源数量.

定义 3.1 (需求上界函数 -DBF)：жѠ䴶≸р⮂࠳ᮦ dbf(τi , ∆ )㺞⽰жѠᇔᰬԱࣗ

τi ൞㔏ᇐ䮵ᓜѰ ∆ Ⲻᰬ䰪䰪䳊޻ਥ㜳ӝ⭕Ⲻᴶཝᢝ㺂ᰬ䰪䴶≸Ⲻр⮂.ެѣᢝ㺂ᰬ䰪

Ⲻ䴶≸Ѱᡶᴿ⭧ᇔᰬԱࣗ τi 䠀᭴ъ䈹ᓜネਙᇂޞऻ੡൞䮵ᓜѰ ∆ Ⲻᰬ䰪䰪䳊޻Ⲻ֒

ѐᡶ䴶㾷Ⲻᴶཝᢝ㺂ᰬ䰪 (঩WCET)ҁૂȾ

DBF是传统实时任务模型下分析实时系统工作量可调度性（Schedulability）的有

效方法，并且针对诸多主流的实时任务模型，都有精确的计算方法。例如在偶发实时

任务模型中，DBF可以通过文献 [8]中的算法求得。Ekberg等在文献 [69]中将其应用

扩展到单处理器混合关键性偶发实时任务系统模型中，并给出了基于 EY-VD算法的

混合关键性实时任务分别在低关键性和高关键性下的 DBF计算方法。下面我们将对

该法进行简要介绍。

当混合关键性系统运行在低关键性级别 (ℓ= LO)时，每个混合关键性任务 τi 可视

为普通的单关键性实时任务 (Ci(LO),Di(LO),T )。其中 Di(LO)是实时任务 τi 在低关键性

级别下的相对截止期，当 τi 为低关键性实时任务时 Di(LO) = Di；当 τi 为高关键性实

时任务时，Di(LO)≤ Di(HI) = Di。可以得到：

dbfLO(τi, t) = max
{

0,
(⌊

t−Di(LO)

Ti
+1

⌋)
·Ci(LO)

}
(3.1)

当系统运行时切换到高关键性级别时，这里面可能包含一个遗留作业。而从高关键性

任务 τi 释放的遗留作业的调度窗口最小可能为 Di(HI)−dilo。据此可以得到高关键性

任务 DBF的最大值：

full(τi, t) = max
{

0,
(⌊

t−Di(HI)−Di(LO)

Ti
+1

⌋)
·Ci(HI)

}
(3.2)

函数 full(τi, t)的计算过程中没有考虑遗留作业在系统的关键性变化前已经执行的时

间。式 (4.3)用于计算该时间，其中 n = t mod Ti。

done(τi, t) =

max{0,Ci(LO)−n+Di(HI)−Di(LO)} Di(HI)> n≥ Di(HI)−Di(LO)

0 otherwise
(3.3)

根据式 (4.2)和式 (4.3)，可以得到高关键性实时任务 τi 在高关键性模式下的需求

上界函数为：

dbfHI(τi, t) = full(τi, t)−done(τi, t) (3.4)

dbfLO和 dbfHI的计算复杂性均是伪多项式的。
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3.1.3 EY-VD方法

本章提出的多核（处理器）划分调度算法在每个处理器上通过采用虚拟截止期

的 EDF算法进行运行时调度，并使用基于 EY-VD[69]的方法来对高关键性任务进行虚

拟截止期调整和可调度性判定。接下来首先总结一下 EY-VD算法的基本原理。当系

统运行于低关键性模式时，对于每个高关键性任务 τi ，调度算法使用其虚拟截止期

Di(LO)（比原始截止期 Di 更短）来确定其释放作业的运行时 EDF优先级。这样能够

使得高关键性任务释放的作业更早的执行完其低关键性工作量，从而为系统进入高关

键性模式后剩余的高关键性工作量能够在其实际截止期前执行完毕创造了条件。考虑

如下所示的任务集合实例：

Task Ti Di ζi Ci(LO) Ci(HI) ULO
i UHI

i

τ1 10 10 HI 3 7 0.3 0.7
τ2 5 5 LO 3 3 0.6 0.6

假设在低关键性模式下，高关键性任务 τ1 在 t 时刻释放了一个运行时作业 J。如

图3.1(a)所示，根据传统的 EDF调度策略，作业 J1 在最差情况下会在其绝对截止期

t +D1 之前 1个时间单位完成其低关键性下的工作量。如果作业 J 的在第关键性模式

下执行过载，则系统切换到高关键性模式执行。如图3.1(a)所示，在上述情况下作业 J

在其绝对截止期 t +D1 之前没有足够的时间来执行完其高关键性模式下的剩余工作量

C1(HI)−C1(LO)。如果设置 τ1的虚拟截止期 D1(LO) = 6，则可以保证作业 J完成其低关

键性工作量的时间不会晚于 t +D1(LO)。如图3.1(b)所示，在此情况下作业 J 有充足的

时间在其绝对截止期 t +D1之前执行完其高关键性模式下的剩余工作量。

J : C1(LO) C1(HI)− C1(LO)

t t+D1

T

(a) D1(LO) = 10

(a) D1(LO) = 10

J : C1(LO) C1(HI)− C1(LO)

t+D1(LO)t t+D1

T

(b) D1(LO) = 6

(b) D1(LO) = 6

图 3.1 不同虚拟截止期设置对可调度性的影响
Fig. 3.1 Impact of different virtual deadlines
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图 3.2 不同虚拟截止期设置对资源需求的影响
Fig. 3.2 Impact on demand of different virtual deadlines

虽然设置更小的虚拟截止期取值有利于高关键性任务在高关键性模式下满足可

调度性，但由于高关键性任务在低关键性模式下必须满足更严格的截止期约束，因此

系统在低关键性模式下的可调度性会受到不利的影响。在上面的例子中，如果设置

虚拟截止期 D1(LO) = 4，那么系统在低关键性模式下就变得不可调度。在 EY-VD算

法中，这种现象被形式化地通过高关键性需求函数 dbfHI(τi,∆)和低关键性需求函数

dbfLO(τi,∆)来评价。基于上述两个函数，可以给出系统在低关键性模式下可调度的一

个充分必要条件如下：

∀t ≥ 0 : ∑
τi∈π

dbfLO(τi, t)≤ t. (3.5)

系统在高关键性模式下可调度的一个充分必要条件如下：

∀t ≥ 0 : ∑
τi∈π∧ζi=HI

dbfHI(τi, t)≤ t. (3.6)

对于任意高关键性任务 τi，如果减小其虚拟截止期 Di(LO)，那么会造成高关键性

需求上界函数 dbfHI 减小，但同时也会导致低关键性续期上界函数 dbfLO 增加。图3.2

展示了高关键性任务 τ1 的虚拟截止期被设置不同取值对需求上界函数的影响。如

图3.2(a)所示，当虚拟截止期的取值太小时，系统在低关键性模式下是不可调度的。如

图3.2(c)所示，当虚拟截止期的取值太大时，系统在高关键性模式下是不可调度的。如

图3.2(b)所示，当虚拟截止期 Di(LO)被设置为合适的取值时，系统在高关键性和低关

键性模式下都是可调度的。

因此为高关键性任务设置合适的虚拟截止期取值成为调节系统在不同关键性模式

下可调度性的关键。但寻找最优化的虚拟截止期设置需要枚举指数级的状态空间，这

在时间复杂度上是不可接受的。EY-VD算法使用了一种有效的启发式算法来调节虚拟

- 38 -



ђ्ཝ学博士学位论文 ㅢ 3ㄖ ะӄ㲐ᤕᡠ↘ᵕⲺ࠼ࡈ䈹ᓜ㇍⌋

截止期。该算法为每个高关键性任务 τi 调节虚拟截止期 Di(LO)时，均从 Di 到 Ci(LO)

单调递减的进行迭代，从而控制总体的时间复杂度。在每次迭代中，EY-VD算法选

都会贪婪地选择如式 (3.7)所示的启发式条件取值最大的任务 τi，并将其虚拟截止期

Di(LO)更新为 Di(LO)−1。

dbfHI(τk,Dk(LO))−dbfHI(τk,Dk(LO)−1). (3.7)

3.2 MPVD划分调度算法

文献 [45]中研究了基于 EDF-VD算法的划分调度问题。本节将讨论适用于在单处

理器平台上性能更高的 EY算法的多处理器划分调度策略。

3.2.1 混合划分策略

在介绍本章提出的使用混合划分策略的调度算法之前，本小节首先讨论应用 FF

划分策略来扩展 EY算法到多处理器平台的一些不足，并由此促使本章提出了基于混

合划分策略的调度算法。

在文献 [92] 中介绍了使用 FFDC（First-fit packing and decreasing-criticality task

ordering）的划分调度策略。FFDC划分策略会尽可能多的将高关键性任务分配到同一

处理中，直至该处理没有足够的剩余资源容纳新的任务。然后，FFDC策略会选取下

一个空闲处理器继续分配剩余的高关键性任务。当所有的高关键性任务全部成功分配

之后，FFDC会继续按照 FF策略分配低关键性任务。在文献 [92]中评价的划分调度

算法中，FFDC具有最好的性能表现。但是，直接将 EY算法与 FFDC策略相结合并

不能得到满意的性能表现。其原因主要 EY算法的优点是能够很好的平衡高关键性任

务与低关键性任务的可调度性。而 FFDC策略会造成不同关键性任务在处理器间的分

布极不平衡，因此导致 EY算法失去了在单个处理上通过调节虚拟截止期来平衡不同

关键性任务可调度性的空间。考虑如表3.1所示的混合关键性任务集合：

该混合关键性任务集合将被分配到两个处理器中进行划分调度。根据 FFDC划分

表 3.1 混合关键性任务集合实例
Table 3.1 An Example Mixed-criticality Task Set

Task Ti Di ζi Ci(LO) Ci(HI) ULO
i UHI

i

τ1 10 10 HI 2 3 0.2 0.3
τ2 10 10 HI 2 3 0.2 0.3
τ3 10 10 LO 7 7 0.7 0.7
τ4 10 10 LO 7 7 0.7 0.7
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策略，两个高关键性任务 τ1 and τ2 都将被分配到处理器 P1 中，之后继续分配低关键

性任务 τ3 和 τ4 。由于处理器 P1 中已分配的两个高关键性任务在低关键性的利用率之

和以及达到了 0.4，而任务 τ3 和 τ4 的低关键性利用率均为 0.7，因此无论如何调节 τ1

和 τ2的虚拟截止期，两者均不能被分配到处理器 P1中。又因为 τ3和 τ4的低关键性利

用率之和为 1.4 > 1，所有这两个低关键性也不能被同时分配到处理器 P2 中。综上可

知，该混合关键性任务集合不能够通过 FFDC策略成功划分。

如果使用最差适应（WF，worst-fit）策略来划分该任务集合，那么容易验证任务

τ1和 τ3将被分配到处理器 P1，而任务 τ2和 τ4将被分配到处理器 P2。通过使用 EY算

法的虚拟截止期调整，可以验证当高优先级任务 τ1 和 τ2 的虚拟截止期分别设置为 6

时，两个划分处理器上的子任务集合都是可调度的。综上，WF划分策略能够将高关

键性的任务分配到不同的处理器中，从而给予 EY算法更多的机会来通过调整高关键

性任务的虚拟截止期来提升系统的可调度性。

在分配高关键性任务时，划分算法会通过调整被划分任务的虚拟截止期来保证每

个处理器上被分配任务在高关键下的可调度性。只要所有的高关键性任务都能够被成

功分配处理器，那么所有被分配的高关键性任务的虚拟截止期也就同时被确定了。因

此当开始划分低关键性任务时，每个处理器剩余的低关键性利用率资源都已经确定

了。所以划分低关键性任务的问题与传统的单一关键性任务的划分问题是类似的。由

于 FF划分策略被证明是解决此类问题的最优方法，本章便选择 FF划分策略作业低关

键性任务划分的策略。

3.2.2 MPVD划分调度算法

本小节将开始详细介绍本章提出的新的混合关键性多处理器划分调度算法MPVD

（Mixed-criticality Partitioning with Virtual Deadlines）。首先定义处理器的（高关键性或

低关键性）剩余利用率资源表示 1与当前分配到该处理器的所有任务的（高关键性或

低关键性）利用率之和的差值。例如，如果只有一个利用率为 0.3的任务被分配到处

理器 P1，那么 P1 的剩余利用率资源为 1−0.3 = 0.7。令UHI(P1)和ULO(P1)分别表示处

理器 P1的高关键性和低关键性下的剩余利用率资源。

MPVD划分调度算法遵从如下的三个步骤：

（1）根据WF划分策略首先分配高关键性任务到各个处理器中，即每次总将待分

配的高关键性任务分配到剩余高关键性利用率资源UHI(Px)最多的处理器中。

而高关键性任务的分配次序按照各自高关键性利用UHI从大到小的顺序排列。

（2）按照文献 [69]中的方法分别为各个处理器中已分配的高关键性任务调节虚拟
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截止期，以满足式 (3.6)所示的 dbfHI 约束。即保证分配到每个处理中的高关

键性任务子集都能够在高关键性模式下可调度。如果虚拟截止期调整算法在

任意一个处理器返回失败，则MPVD划分调度算法随即返回失败。

（3）最后安装 FF划分策略来为低关键性任务分配处理器。低关键性任务的分配

次序按照每个任务的低关键性利用率ULO降序排列。在此步骤中，使用 dbfLO

的约束条件式 (3.5)来检验当前待分配的低关键性任务是否能够分配到候选

处理器中。即保证已分配到当前候选处理的任务和当前待分配任务在低关键

性模式下都能够满足各自的截止期约束。

需要注意的是，MPVD划分调度算法的第一步仅将所有的高关键性任务分配到合

适的处理器中，并不对划分结果的可调度性提供任何保证。在所有高关键性任务全部

划分完成后，才执行虚拟截止期调整算法来判定每个处理中的划分任务子集是否在高

关键性模式下可调度。EY算法中的虚拟截止期调整算法的时间复杂度为伪多项式级

别，在实际执行时会消耗大量的时间。因此如果该算法在每次迭代中频繁调用将导致

算法的时间效率极度低下。而MPVD划分调度算法在每个处理器上仅需要执行一次，

因此是十分高效的。

在运行时调度阶段，在每个处理器上使用与 EY算法类似的方式来调度被分配到

该处理器中的任务。但系统处于低关键性模式时，使用 EDF算法对所有任务进行调

度，其中高关键性任务的优先级通过其虚拟截止期来决定。当系统执行在高关键性模

式时，所有低关键性的任务都立即被抛弃掉，剩余的高关键性任务继续通过 EDF算

法进行调度，但其优先级通过其原始的截止期来决定。

3.3 MPVD算法优化技术

在上一小节提出的 MPVD算法能够使得高优先级的任务更为均衡的分配到各个

处理器中，从而为 EY算法的虚拟截止期调整过程创造了更大的空间。但是该算法在

某些特定情况下仍然会导致较差的性能表现。在本小节将对造成 MPVD算法性能下

降的因素进行分析，并提针对性的改进方法来优化划分策略和虚拟截止期调整算法，

从而进一步提升算法的可调度性。

3.3.1 重型低关键性任务敏感的划分策略

在划分过程中需要避免的最重要问题是当为一个重型（高资源利用率）任务分配

处理器时，虽然所有处理的剩余资源之和还很大，却因为单个处理的剩余利用率资源

都不足以满足该重型任务的需求而导致划分操作失败。在传统的单关键性任务划分过

程中，采用利用率降序排列的任务次序来进行划分操作能够很有效地避免这一问题。
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表 3.2 混合关键性任务集合实例 II
Table 3.2 An Example Task Set

Task Ti Di ζi Ci(LO) Ci(HI) ULO
i UHI

i

τ1 10 10 HI 2 3 0.2 0.3
τ2 10 10 HI 2 3 0.2 0.3
τ3 10 10 HI 2 3 0.2 0.3
τ4 10 10 HI 2 3 0.2 0.3
τ5 10 10 LO 7 7 0.7 0.7

所以MPVD算法的第 1阶段和第 3阶段也都采用这一次序分别对高关键性和低关键性

的任务进行划分操作。但是，由于 MPVD算法将不同关键性任务的划分过程放到了

不同的阶段，这便可能导致某些低关键性任务在所有处理器的剩余利用率资源还很充

裕时，却不能够被分配到任意一个处理器中。例如考虑将表2.1中所示的混合关键性任

务集合划分到两个处理中的情况。根据MPVD的原始算法，每个处理器将被分配 2个

高关键性的任务（如图3.3(a)所示）。又因为在每个处理器上的低关键性剩余利用率资

源（1−0.2−0.2 = 0.6）均小于低关键性任务 τ5 的利用率 0.7，所以 τ5 不能够被分配

到任意一个处理器中，无论算法如何调整高关键性任务的虚拟截止期。

P1

τ1

τ3

P2

τ2

τ4

(a) MPVD
(a) MPVD

P1

τ5

τ4

P2

τ1

τ2

τ3

(b) MPVD-HA
(b) MPVD-HA

图 3.3 使用不同方法的任务划分结果
Fig. 3.3 Task allocation results in different approaches

为了解决这一问题，本小节提出一种低关键性重型任务敏感的划分策略来强化

MPVD划分算法。该改进策略的主要思想是在高关键性任务工作量的均衡分配与保证

低关键性任务可调度性之间进行折中。具体方法是在划分高关键性任务之前，首先为
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低关键性重型任务预留适度的空闲资源。本小节对低关键性重型任务进行如下的形式

化定义：

定义 3.2 (低关键性重型任务)：㔏ᇐжѠքީ䭤ᙝ␭ਾީ䭤ᙝ㌱㔕 τθжѠքީ䭤

ᙝԱࣗ τk ᱥ䠃ශԱࣗⲺ࠼ݻᶗԬᱥ

ULO
k > 1−ULO(πHI)

m
. (3.8)

为了与 MPVD的原始算法相区分，将采用低关键性重型任务敏感策略的新算法

标示为MPVD-HA（heavy low-criticality task aware MPVD partitioning algorithm）。其与

MPVD算法区别为在原始算法的第 1步之前添加如下步骤：

• 选择所有满足式 (3.8)中条件的重型低关键性任务，并将每个重型任务关联到一

个单独的处理器上。如果一个重型低关键性任务 τb被关联到了处理器 Px，那么

将设置 Px的初始高关键性剩余利用率资源为

UHI(Px)← 1−ULO
b . (3.9)

另外需要注意的是，MPVD-HA在为重型低关键性任务分配预留利用率资源时，仅是

修改各个对应处理器的高关键性利用率剩余资源的取值，并不是直接将重型任务分配

到该处理器上。所有的低关键性任务都会在之后重新被分配处理器。

在此步骤之后 MPVD-HA算法将按照与 MPVD相同的过程继续进行任务划分。

根据重型任务的判定条件式 (3.8)易知，当重型低关键性任务的数量大于处理器的数量

m时，因为总的低关键性任务利用率之和已经大于 m，所以该任务集合是不能够被任

何算法成功调度的。

在表2.1所示的实例中，因为 1−ULO(πHI)/2 = 0.6 < ULO
5 = 0.7，所以任务 τ5 为重

型低关键性任务并且被关联到处理器 P1中。因此UHI(P1)将被设置为 1−0.7 = 0.3。之

后，遵从MPVD的划分算法继续将任务 τ1,τ2,τ3 分配到处理器 P2 中，将任务 τ4 分配

到处理器 P1中。划分结果如图3.3(b)所示。最终处理器 P1保留了足够的空闲资源能够

使得重型低关键性任务能够在 MPVD算法的第 3步骤被成功分配到处理器 P1，从而

该任务集合能够被MPVD-HA算法成功划分。

3.3.2 虚拟截止期调整优化算法

EY算法能够获得优异的可调性的一个主要原因，是使用了一个非常有效的启发

式算法来调整高关键性任务的虚拟截止期。但是该启发式算法并不完全适用于MPVD

划分调度。在MPVD算法的第 2步调用虚拟截止期调整算法时，各个处理器中只包含

已分配的高关键性任务，而缺少未来将被分配的低关键性任务信息。如果算法根据式
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(3.7)来选择任务并缩小其虚拟截止期，将导致 dbfLO 的快速增长，从而不利于低关键

性模式下的可调度性。为了解决这一问题，本小节定义了平衡因子参数，并以此来选

择调节虚拟截止期的任务。

定义 3.3 (平衡因子)：ሯӄжѠ儎ީ䭤ᙝԱࣗ τkૂԱᝅᰬ䰪䰪䳊 tθᇐѿެᒩ㺗ഖ

ᆆѰφ

ϕ(τk, t) =
dbfHI(τk,Dk(LO))−dbfHI(τk,Dk(LO)−1)
Ck(LO)/(Dk(LO)−1)−Ck(LO)/Dk(LO)

. (3.10)

平衡因子中的分母 Ck(LO)/(Dk(LO)−1)−Ck(LO)/Dk(LO)评价了当一个高关键性任

务的虚拟截止期被减小 1后，对于低关键性模式下的调度造成的不利影响。而本节提

出的优化算法将总是选择拥有最大平衡因子取值 ϕ(τk, t)的高关键性任务来调整虚拟

截止期。通过参考平衡因子，能够在提升高关键性模式下可调度性的同时尽可能的减

小对低关键性模式下可调度性的影响。

3.4 实验结果与分析

本小节通过基于随机生成混合关键性任务集合的模拟实验来比较本章提出的算法

与之前的混合关键性系统多处理器划分调度算法的性能。实验比较的主要指标是随机

任务集合的可调度比率。实验中评测比较了已有的全局调度算法和划分调度算法。实

验结果表明与单一关键性的传统实时任务多处理器调度算法类似，划分调度算法的性

能显著的优于全局调度算法（文献 [101, 105]中的算法）。因此，在本小节只是给出本

章提出的算法与其他的划分调度算法的可调度性比较实验结果。实验评价的混合关键

性调度算法包括：

• MPVD:在小节3.2中介绍混合策略划分调度算法的原始版本。

• MPVD-HA:在小节3.3.1中介绍的使用重型低关键性任务敏感策略的MPVD算

法优化版本。

• MPVD-HA-BF:小节3.3.2中介绍的使用平衡因子优化虚拟截止期调整的MPVD-

HA的进一步优化版本。

• DC-Audsley: 在 [92]中介绍的基于 Audsley方法的划分调度算法。

• EY-FF:在小节3.2的开始部分介绍的 EY算法采用 FFDC策略的直接多处理器扩

展算法。

• MC-Partition: 在 [104]中介绍的基于 EDF-VD方法的划分调度算法。
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3.4.1 随机任务集合生成

我们采用与上一章实验中类似的生成混合关键性随机任务集的方法，并将其扩展

至多处理器平台。一个随机实时任务集初始时被设置为空集 π ← /0，然后逐次添加新

的随机混合关键性实时任务。随机任务的生成主要受 5个参数的控制：随机任务为高

关键性任务的最大概率 PHI ；高关键性任务的高关键性下的最差执行时间与低关键性

下最差执行时间的最大比例 RHI；在低关键性下最差执行时间的最大值 C(LO)；最大的

实时任务周期 T max；和单位速率处理器的个数 m。每个新的随机实时任务按照如下步

骤生成：

（1）τi服从 PHI的概率取值 HI,否则取值 LO；

（2）Ci(LO)的取值在 {1,2, · · · ,Cmax
LO }范围内服从均匀分布；

（3）如果该随机任务为低关键性任务则Ci(HI)=Ci(LO)，否则Ci(HI)在 {Ci(LO),Ci(LO)+

1, · · · ,RHI ·Ci(LO)}范围内均匀分布；

（4）Ti的取值在 {Ci(ζi),Ci(ζi)+1, · · · ,T max}范围内服从均匀分布；

（5）由于我们采用隐式截止期的模型,所以有 Di = Ti。

每个任务集在生成时都有一个平均资源利用率基准 U⋆。由于产生拥有准确资源

利用率的随机任务集比较困难，所以我们允许任务集的平均利用率有一个可接受的误

差范围：U⋆
min =U⋆−0.005 ·m，U⋆

max =U⋆+0.005 ·m。若满足min(ULO(τ),UHI(τ))<U⋆
min，

就继续产生更多的任务并将它们添加到任务集 τ。如果将一个任务加入 π 后导致

max(ULO(τ),UHI(τ)) > U⋆
max 则随机任务集生成算法将整个任务集抛弃，并从一个空的

任务集重新开始生成、如果将一个随机任务加入 π 后，满足U⋆
min ≤min(ULO(τ),UHI(τ))

和。max(ULO(τ),UHI(τ))≤U⋆
max 则一个随机任务集生成完毕,除非任务集中的所有任务

都有相同的关键性或者 ULO(π) > 0.99 ·m或 UHI(π) > 0.99 ·m。在这种情况下，此任务

集也将被抛弃。

3.4.2 实验结果分析

实验中的随机任务集合生成参数设置如下：PHI = 0.5, RHI = 4, Cmax
LO = 10 and

T max = 200。图3.4(a)至图3.4(d)展示了不同处理器数量设置下随机任务集合被不同算

法调度时，可调度接受率随规范化评价利用率变化的趋势关系。各个图中的每个点均

融合了超过 2000个随机生成随机任务集合样本的实验结果信息。

图3.4中的结果表明本章提出的MPVD划分调度算法在处理器处理较小的情况下

呈现出比 DC-Partition, DC-Audsley and EY-FF更好的可调度性能。但是，当处理器的

数量增加时，MPVD算法的性能会出现明显的降级。当处理器数量为 16时，MPVD
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(a) 2个处理器的试验结果
(a) Result on 2-processor system
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(b) 4个处理器的试验结果
(b) Result on 4-processor system
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(c) 8个处理器的试验结果
(c) Result on 8-processor system
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(d) 16个处理器的试验结果
(d) Result on 16-processor system

图 3.4 实验结果（PHI = 0.5,RHI = 4,Cmax
LO = 10andT max = 200）

Fig. 3.4 Experiment results (PHI = 0.5,RHI = 4,Cmax
LO = 10andT max = 200)

算法甚至不能够成功划分规范化评价利用率很小的任务集合。造成该问题的主要原因

已经在小节3.2的开始部分进行了讨论。而改进的算法 MPVD-HA很好的解决了该问

题，并相较于其他算法具有稳定地性能提升。而综合了本章提出的两种改进策略的算

法MPVD-HA-BF也呈现出了更进一步地性能提升。图3.5中的结果页表明了在不同随

机任务集合生成参数设置下，MPVD-HA-BF算法都能表现出稳定并且显著的可调度

性能提升。

图3.5(a) 和 图3.5(b) 展示了分别调整随机参数 RHI 和 PHI 对实验结果的影响。

图3.5(a)和图3.5(b)的 x−轴坐标分别表示两个调整参数的取值，y−轴坐标表示加权

可调度接受比率（weighted acceptance ratio）。对于每个变化的参数取值，实验都对于
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(a) 调节参数 RHI

(a) Varying RHI on 4-processor system
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(b) 调节参数 PHI
(b) Varying PHI on 4-processor system

图 3.5 实验结果（PHI = 0.5,RHI = 4,Cmax
LO = 10andT max = 200）

Fig. 3.5 Experiment results (PHI = 0.5,RHI = 4,Cmax
LO = 10andT max = 200)

20个不同的任务集合平均利用率Ui 分别统计了各自的平均可调度接受率结果 A(Ui)。

并通过如下公式来计算加权可调度接受比率：∑∀Ui W (Ui) ·A(Ui)/∑∀Ui W (Ui)。图中的

每个点均融合了超过 20000个随机生成任务集合的信息。

3.5 小结

本章研究了混合关键性系统的多处理划分调度问题。本章基于目前单处理器上性

能最好的 EY算法[69]，提出了基于混合任务划分策略的多处理器划分调度算法，并介

绍了两种优化方法。基于随机生成任务集合的模拟实验结果表明，本章提出算法与之

前已提出的算法相比具有显著的可调度性能提升。
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第 4章 多处理器混合关键性系统划分调度策略

多核处理器正越来越多地应用到现代实时嵌入式系统中，以提供更强的计算能力

来满足在同一硬件平台上集成不同关键性级别的多种功能的需要。混合关键性系统的

调度问题即便在单处理器平台中都极具挑战性，而多核处理器平台的应用为实时系统

的设计带来了极大的挑战。

然而据我们所知，目前在单处理器平台下 EY-VD[69] 算法的资源利用率远高于其

他已有的混合关键性算法（包括 RM、OPA和 EDF-VD），但仍未有基于该算法的混

合关键性划分调度问题的研究。文献 [134]证明了在传统的强实时系统中划分调度相

较于全局调度具有更好的性能。Kelly等在文献 [92]中首次提出了可抢占多处理器平

台中基于固定优先级算法的划分调度问题，认为以任务关键性级别降序的 first-fit方

法是最优的混合关键性任务划分算法。Baruah等在文献 [104]中提出了基于非固定优

先级算法 EDF-VD[45]，并采用基于 DC策略的混合关键性划分调度算法MC-Partition。

但已有的划分调度算法均基于传统非混合关键性多处理器系统中的划分策略，尚未

有特别针对混合关键性系统优化的划分调度策略的研究。因此本文首先将单处理器

平台中的非固定优先级混合关键性调度算法 EY-VD扩展至多处理器平台，并基于传

统划分策略提出了第一个划分调度算法MC-PEDF（Mixed-Criticality Partitioned Earliest

Deadline First）。然后通过对传统划分策略可能导致混合关键性系统在不同关键性模

式中处理器间资源利用率不平衡问题的研究，我们提出了针对多处理器平台混合关

键性系统优化的划分调度策略 OCOP（One Criticality One Partition）。OCOP划分策略

允许混合关键性实时任务在不同的系统关键性模式下被分配到不同的处理上执行，

该方法较好地平衡了系统在不同关键性模式中各个处理器间的资源利用率，进而提

升了划分调度算法的性能。基于 OCOP划分策略，我们提出了第二个划分调度算法

MC-MP-EDF（Mixed-Criticality Multi-Partitioned EDF）。

本文将目前资源利用率最高的单处理器混合关键性调度算法 EY-VD扩展到多处

理器平台中。首先我们结合传统的划分调度策略提出了适用于多处理器混合关键性系

统的MC-PEDF划分调度算法。尽管比之前的算法有更好的可调度性能，但我们发现

传统的划分策略不能有效地平衡不同关键性级别下的负载，故其不完全适用于混合关

键性系统。为了克服传统策略的不足，我们提出了新型的划分调度策略 OCOP（One

Criticality One Partition）。OCOP允许系统在关键性模式切换时对实时任务集进行重新

划分，进而更好的平衡各个处理器在不同关键性模式中的资源利用率。基于 OCOP，
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我们提出了第二个划分调度算法MC-MP-EDF。基于随机生成任务集的仿真实验结果

表明，相较于 MC-PEDF和已有的算法，MC-MP-EDF能够显著的提高系统的可调度

性，尤其是在处理器数量较多的系统中。

4.1 基本概念

将混合关键性偶发实时任务系统定义为由一组相互独立的有限数偶发性量混合关

键性实时任务构成的集合。其中每个任务都可能会产生无限数量且任意次序的混合关

键性作业序列。

与小节3.1.1中对混合关键性系统模型的定义类似，本章将每个混合关键性任务定

义为一个四元组：τi = (Ti,Di,Ci,ζi)。为了简化系统行为的描述和算法的表达与分析，

只研究拥有两个关键性级别的双关键性系统模型。并使用符号 LO表示低关键性级别，

使用 HI表示高关键性级别。而本文的结论均可以扩展到任意关键性个数的情况。

为了成功调度上述的双关键性系统，所有高关键性任务释放的作业无论在低关键

性模式还是高关键性模式下都必须满足截止期约束，而低关键性任务释放的作业仅需

要在低关键性模式下满足截止期约束。

4.1.1 需求上界函数 DBF

需求上界函数（Demand-Bound Function，DBF）描述任意指定长度时间间隔内，

系统产生的最大执行时间需求上界，即系统所需提供的能够保证实时性约束的最小处

理器资源数量。

定义 4.1 (需求上界函数 -DBF)：жѠ䴶≸р⮂࠳ᮦ dbf(τi , ∆ )㺞⽰жѠᇔᰬԱࣗ

τi൞㔏ᇐ䮵ᓜѰ ∆ Ⲻᰬ䰪䰪䳊޻ਥ㜳ӝ⭕Ⲻᴶཝᢝ㺂ᰬ䰪䴶≸Ⲻр⮂Ⱦެѣᢝ㺂ᰬ䰪

Ⲻ䴶≸Ѱᡶᴿ⭧ᇔᰬԱࣗ τi 䠀᭴ъ䈹ᓜネਙᇂޞऻ੡൞䮵ᓜѰ ∆ Ⲻᰬ䰪䰪䳊޻Ⲻ֒

ѐᡶ䴶㾷Ⲻᴶཝᢝ㺂ᰬ䰪δ঩WCETεҁૂȾ

DBF是传统实时任务模型下分析实时系统工作量可调度性（Schedulability）的有

效方法，并且针对诸多主流的实时任务模型，都有精确的计算方法。例如在偶发实时

任务模型中，DBF可以通过文献 [8]中的算法求得。Ekberg等在文献 [69]中将其应用

扩展到单处理器混合关键性偶发实时任务系统模型中，并给出了基于 EY-VD[69]算法

的混合关键性实时任务分别在低关键性和高关键性下的 DBF计算方法。下面我们将

对该法进行简要介绍。

当混合关键性系统运行在低关键性级别（ℓ= LO）时，每个混合关键性任务 τi 可

视为普通的单关键性实时任务 (Ci(LO),Di(LO),T )。其中 Di(LO)是实时任务 τi 在低关键
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性级别下的相对截止期，当 τi 为低关键性实时任务时 Di(LO) = Di；当 τi 为高关键性

实时任务时，Di(LO)≤ Di(HI) = Di。可以得到：

dbfLO(τi, t) = max
{

0,
(⌊

t−Di(LO)

Ti
+1

⌋)
·Ci(LO)

}
(4.1)

当系统运行时切换到高关键性级别时,这里面可能包含一个遗留作业.而从高关键性任

务 τi释放的遗留作业的调度窗口最小可能为 Di(HI)−dilo.据此可以得到高关键性任务

DBF的最大值:

full(τi, t) = max
{

0,
(⌊

t−Di(HI)−Di(LO)

Ti
+1

⌋)
·Ci(HI)

}
(4.2)

函数 full(τi, t)的计算过程中没有考虑遗留作业在系统的关键性变化前已经执行的时

间。式 (4.3)用于计算该时间，其中 n = t mod Ti。

done(τi, t) =

max{0,Ci(LO)−n+Di(HI)−Di(LO)} Di(HI)> n≥ Di(HI)−Di(LO)

0 otherwise
(4.3)

根据式 (4.2)和式 (4.3)，可以得到高关键性实时任务 τi 在高关键性模式下的需求

上界函数为：

dbfHI(τi, t) = full(τi, t)−done(τi, t) (4.4)

dbfLO和 dbfHI的计算复杂性均是伪多项式的.

4.2 基于传统划分策略的混合关键性划分实时调度算法

在众多的单处理器混合关键性实时调度算法中，EY-VD算法 [69] 拥有比 RM[7]、

OPA[46]、EDF-VD[24]等其他已知的混合关键性调度算法更高的资源利用率。现有多处

理器平台下的混合关键性实时调度算法研究还十分有限。本文是研究 EY-VD算法在

混合关键性多处理器平台上的扩展，并提出了一种基于划分调度的算法。

4.2.1 多处理器划分调度的基本方法

传统的隐式截止期（实时任务的相对截止期严格等于周期）周期性实时任务

集在可抢占多处理器平台中的划分调度问题是强 NP 难的（经典的强 NP 难问题

Bin-Paking[136]可以转换成该问题）。而该问题的计算复杂性很容易扩展到更加一般

化的混合关键性偶发实时任务模型，因此多处理器平台中混合关键性偶发实时任务系

统的划分调度问题也是强 NP难的。在传统（非混合关键性）实时任务模型下，关于

可抢占多处理器平台中的划分调度问题，已经存在广泛的研究成果。而这些成果所采

用的启发式划分策略大多可以分解为如下三个典型的步骤：

（1）实时任务排序：通常在将实时任务分配到特定处理器之前都会遵从某种策略
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将待分配的实时任务集排序，再依次进行分配处理器的操作；

（2）处理器选择：按照在第 1步排序的结果，依次为实时任务集中的任务使用某

种启发式策略分配处理器；

（3）划分检验：检验分配到某处理器中的实时任务子集能否被某种单处理上的实

时调度算法所调度。

对于划分检验，通常是采用单处理器下实时调度算法的可调度性测试方法对分配

到该处理器上的实时任务子集进行可调度性分析。在此步骤中不需要考虑多处理器的

资源分配问题，而且存在大量单处理器上十分成熟的调度算法及其可调度性测试方法

可以选择，因此传统的多处理器实时任务划分调度问题的研究很多都集中在实时任务

的排序及划分处理器的选择策略上。处理器的选择策略和 Bin-Packing问题的启发式

策略十分类似，主要包括：

• 首次适应（First Fit，FF）：每次为实时任务选处理器时，按照固定的处理器顺

序选择第一个满足划分检测条件的处理器，并将该实时任务分配到此处理器

中。

• 最好适应（Best Fit，BF）：每次将实时任务分配到满足划分检测条件且剩余资

源最少的处理器中。

• 最坏适应（Worst Fit，WF）：与 BF相反，WF每次选择满足划分检测条件但剩

余资源最多的处理器。

为了使启发式分配策略达到更好的可划分性能，在实时任务选择处理器划分之前

采用合适的策略对实时任务集进行预排序是必要的。特别的，文献 [92, 104]中提出的

各种混合关键性实时任务系统的划分调度算法也基本遵从上述的原则。

4.2.2 MC-PEDF算法描述

本小节介绍本文提出的可抢占多处理器平台中，基于可调虚拟截止期 EY-VD

算法且采用传统划分策略的混合关键性偶发实时任务系统划分调度算法 MC-PEDF

（Mixed-Criticality Partitioned Earliest Deadline First）。假设一个混合关键性偶发实时

任务实时系统包含一个混合关键性实时任务集合（由 n 个相互独立的偶发性实

时任务 τ1τ2 . . .τn 组成），和一个多处理器系统 Π（包含 m 个单位速率的同质处理

器 p1 p2 . . . pm）。MC-PEDF是 Bin-Packing问题中 FF-Decreasing启发式策略的一个变

种。（经过仿真实验的分析，我们发现在采用 EY-VD作为划分处理器调度算法时，FF

启发式策略要优于 BF以及WF等启发式策略。但对比这些启发式策略不是本文的重

点，故在此不做详细的分析。）该算法的伪代码描述如图4.1所示。
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算法：MC-PEDF，基于传统划分策略的划分调度算法
输入：被划分任务集τ = {τ1,τ2, · · · ,τn}
输出：划分失败返回 FAILURE；
划分成功返回 SUCCESS，以及划分结果
Π = {p1 = {}, p2 = {}, · · · , pm = {}}
1: Sort π with Criticality Deceasing order
2: t←None
3: while t = None and π ̸= /0 do
4: t← PopFirtElement(π)
5: for each pi ∈Π by indicator increasing order do
6: if CheckSchedulablityWithDBF(pi∪{t}) then
7: pi← pi∪{t}
8: t← None; exit for
9: end if
10: end for
11: end while
12: if t ̸= None retun FAILURE
13: return SUCCESS

图 4.1 MC-PEDF算法的伪代码描述
Fig. 4.1 Pseudo code of MC-PEDF algorithm

在算法第 1行，将混合关键性实时任务集合 τ 按照关键性降序排序，而对于相

同关键性的任务按平均利用率降序排列。算法的 3至 10行将按照第 1行的排序结果

依次为每个实时任务分配处理器；分配处理器时，MC-PEDF会按 5至 9行的方法，

找到满足划分检测条件并且指标值最小的处理器并将当前任务分配之（第 7行）。如

果在某一次的迭代中所有的处理器都不能满足分配当前任务的划分检测条件，则算

法会在第 3行因 t等于 None而退出循环，并在第 12行返回“FAILURE”。如果对于

所有的实时任务都能被正确的分配处理器，则算法会在第 3 行因待分配实时任务

集合 τ 为空集而退出循环，最后在第 13 行返回“SUCCESS”。MC-PEDF 第 6 行的

CheckSchedulablityWithDBF函数基于 Ekberg等提出的基于虚拟截止期的 DBF-LO和

DBF-HI方法（如式 3、式 6所示）来检测划分实时任务子集的可调度性。该方法也是

目前在混合关键性实时任务集可调度比率评价标准下，可抢占单处理器平台中混合关

键性偶发实时任务调度性能最好的算法。

MC-PEDF的运行时调度算法

如果 MC-PEDF算法成功返回 SUCCESS，则系统将遵守如下原则的约束进行运

行时调度；

（1）系统启动时将所有实时任务按照 MC-PEDF的划分结果分配到各处理器中，

且系统进入低关键性模式。
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（2）对于每个处理器，均保证在任意时刻占用处理器执行的作业之优先级不低于

其就绪队列中任何其它作业的优先级（优先级的取值越小所表示的优先级越

高）。即任何时刻处理器只允许分配到其中的任务所释放的优先级最高的未

完成作业占用处理器执行，当更高优先级作业到来时会抢占当前执行的作

业。

（3）当系统运行在低关键性模式时，所有低关键性任务和高关键性任务释放的作

业均采用其释放时间与低关键性下的虚拟相对截止期（注意，本文约定低关

键性任务的虚拟相对截止期等于其低关键性下相对截止期）之和作为其运行

时优先级，并被插入其所分配处理器的就绪队列等待调度执行。

（4）当系统因正在执行作业的执行时间超过低关键性下的最差执行时间而未发

出执行完成信号时，系统将进行模式切换并进入高关键性模式。在模式切换

时，所有低关键性任务释放的作业将被终止执行并被清除出就绪队列，而高

关键性任务释放作业的优先级将被调整为该作业的释放时间与高关键性下相

对截止期之和，然后系统按照第 2条约束的原则继续运行时调度。

（5）当系统运行在高关键性模式时，所有低关键性任务释放的作业将不被添加到

就绪队列而是直接终止执行；而高关键性任务释放的作业将采用其释放时间

与高关键性下的相对截止期之和作为其运行时优先级，并被插入其所分配处

理器的就绪队列等待调度执行。

4.2.3 MC-PEDF划分算法的时间复杂性和正确性分析

对于算法的时间复杂度，我们易知第 1行的排序算法复杂度不会超过 O(n2)，其

中 n为实时任务集中的任务数量。另外在第六行，分配到处理器 pi 上实时任务子集

（其包含任务的数量小于等于 n）的可调度性判定和第 12行对各个划分处理器内已分

配的实时任务子集中的高关键性任务设置低关键性下的虚拟相对截止期的操作均为伪

多项式时间复杂度（文献 [69]中的结论）。由于第 12行 for each循环的次数为划分处

理器的个数 m，故第 12行的时间复杂度亦为伪多项式级别。现在我们分析 3-10行的

嵌套循环。其中外层循环次数不超过实时任务集的任务数量 n，内层 for each循环次

数不超过处理器的数量 m。结合对第 6行操作的分析，该嵌套循环的时间复杂度为伪

多项式级别。综上分析，MC-PEDF算法的时间复杂度为伪多项式级别。下面我们讨

论MC-PEDF算法的正确性。

定理 4.1：ሯӄԱᝅ␭ਾީ䭤ᙝڬਇᇔᰬԱࣗ䳼ਾτ = {τ1,τ2, · · · ,τn}θૂ mѠੂ

䍞ཐ༺⨼ಞ㌱㔕Π = {p1, p2, · · · , pn}θྸ᷒ MC-PEDF࠼ࡈ㇍⌋䘊ഔ SUCCESSθࡏ䈛
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␭ਾީ䭤ᙝ㌱㔕൞քީ䭤ᙝૂ儎ީ䭤ᙝ⁗ᕅс䜳ᱥMC-PEDFਥ䈹ᓜⲺȾ

证明：该定理可通过反证法证明。我们采用反证法证明该定理。如果 MC-PEDF

算法返回 SUCCESS，则所有实时任务一定都分配到了某个特定处理器中。我们假

设存在 τ 和 Π在算法返回 SUCCESS时，该混合关键性系统不可调度。不失一般性

地，一定存在处理器 pk ，满足分配在 pk 中的非空实时任务子集在运行时不可调

度。令在 MC-PEDF 算法划分过程中最后一个分配到 pk 中的任务为 τe，则一定有

CheckSchedulablityWithDBF返回真，即分配到 pk 中的实时任务子集在低关键性和高

关键性下都是运行时可调度的。这与假设相矛盾，也证明了该定理的正确性。 �

4.3 针对混合关键性系统的多次划分实时调度策略

在上一节我们基于传统的划分调度原则，提出了MC-PEDF算法。本节将分析多

处理器平台中混合关键性实时任务运行时的一些特性，并以此来改进传统的划分策

略，提出一种针对混合关键性系统更有效的多处理器划分策略 OCOP（One Criticality

One Partition）。最后提出一种基于 OCOP的改进型MC-PEDF算法MC-MP-EDF。

4.3.1 传统划分策略的局限性

在传统的多处理器偶发实时任务模型中，因为只有一种运行时模式，所有任务的

主要调度参数（最差执行时间，截止期等）都是恒定的。因此传统的划分算法可通过

优化排序和分配策略来平衡各个处理器上分配的负载，以达到较高的资源利用率。

与传统的多处理器实时调度模型不同，混合关键性系统在运行时会因为运行时系

统关键性级别的不同而处于不同的关键性模式。而在不同的模式下系统中需要调度的

实时任务规模和特征参数都有差异。例如，当系统运行在低关键性模式时，所有低关

键性任务和高关键性任务释放的作业都存在于就绪队列中，并按照各自的优先级等待

调度。而当系统切换到高关键性级别时，系统需要保障高关键性任务释放的作业在更

悲观的调度参数（高关键性下更长的评估最差执行时间等）下依然满足截止期约束，

故强行终止所有低关键性任务释放的作业并将其从就绪队列中移除。这种差异性导致

某些处理器在不同运行时模式时的资源利用率相差较大。

正因多处理器混合关键性实时任务系统中实时任务调度参数的可变性，使得传统

的划分策略很难平衡各个关键性模式中的资源利用率。这使得在划分实时任务时，待

划分处理器尽管已分配的实时任务子集在大多数模式下的资源利用率很低却因为在个

别模式下的利用率过高而不能接受新的任务，从而导致资源利用率降低，甚至是实时

任务集的不可调度，最终降低了总体的系统资源利用效率。
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表 4.1 双关键性实时任务实例
Table 4.1 An example of dual-criticality task set

实时任务 C(LO) C(HI) 关键性 zhouqi周期/截止期

τ1 4 5 HI 10
τ2 4 5 HI 10
τ3 1 1 LO 3
τ4 1 1 LO 3
τ5 1 1 LO 3
τ6 0.5 0.5 LO 4

综上分析，传统的划分策略难以平衡混合关键性系统在各个关键性模式下的资源

利用率，从而限制了划分调度算法在混合关键性系统中性能的提升空间。因此如何充

分利用高关键性模式下某些处理器中的空闲资源来满足高关键性实时任务的可调度

性，并保障更多的低关键性实时任务在低关键性模式下可调度，从而平衡划分处理器

在各个关键性模式下的资源利用率，成为本文改进混合关键性实时任务划分策略的主

要目标。

4.3.2 混合关键性模型中的新型划分策略 OCOP

观察 4.1：ׁ4.1䙐䗽ሯׁ4.1Ⲻ䘑ж↛᷆࠼θᡇԢਇ⧦ྸ᷒ሼ τ6 ࡦ䞃࠼ p1θᇯ᱉

僂䇷 p1 ൞քީ䭤ᙝсᱥਥ䈹ᓜⲺȾ㙂ᖉ㌱㔕࠽ᦘࡦ儎ީ䭤ᙝ⁗ᕅᰬθ⭧ӄ p2 р⋗ᴿ
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基于前文对传统划分策略的分析和观察 1的启发，我们针对混合关键性实时任务

模型提出了新的多处理器划分策略 OCOP（One Criticality One Partition）。其核心思想

是允许混合关键性实时任务在不同的系统关键性模式下被划分到不同的处理上执行，

而系统运行在特定关键性级别时仍要求每个实时任务释放的作业必须在同一处理器中

执行。由于放松了传统划分策略下实时任务释放的作业不能在处理器间迁移的约束，

混合关键性系统在模式切换时可以通过更加灵活的模式切换策略来保证更高关键性模

式下的可调度性。

对于任意混合关键性实时任务集合 τ，系统在不同运行时关键性模式下需要保证

截止期约束的实时任务是不同的。在低关键性模式下，系统必须保证所有低关键性和

高关键性实时任务（即 τ 中的所有任务）的可调度性，我们将所有这些实时任务构成

的集合称为低关键性模式调度任务集。类似的，系统在高关键性模式下只需要保证所

有高关键性实时任务的可调度性，我们将这些高关键性实时任务构成的集合称为高

关键性模式调度任务集。本文将混合关键性系统的运行时调度分为两种时期：1）普

通时期，即系统持续运行于某个特定关键性模式的一段时间间隔；2）模式切换时期，

即从系统监测到当前关键性模式下的过度执行开始，到完成模式切换进入到下一个关

键性模式的调度为止的一段连续时间间隔。

OCOP划分策略对混合关键性多处理器系统的运行时调度存在如下的约束条件：

（1）系统刚启动时处于模式切换时期，完成在低关键性模式下运行的准备工作。

（2）系统在模式切换时期，允许对实时任务作业进行处理器间迁移操作，将下一

个关键性模式调度任务集中的任务迁移至下一个关键性模式下的目标处理器

中，并终止全部非下一个关键性模式调度任务集中的实时任务作业的执行。

（3）系统在普通时期，不允许任何实时任务作业的处理器间迁移操作，当前关键

性模式调度任务集中的实时任务只能将其作业释放到该模式下分配的目标处

理器中调度执行。

我们基于双关键性多处理器系统模型对 OCOP划分策略的主要思想给出具体的非

形式化描述。而 OCOP也很容易扩展至多关键性多处理器系统模型中。
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（1）低（高）关键性模式调度任务集排序：排序的目的和算法与传统划分策略中

的排序类似，区别在于 OCOP需要针对不同关键性模式调度任务集使用不同

的算法进行排序，以优化不同关键性模式下划分的性能。

（2）低（高）关键性模式调度任务集的划分：OCOP使用与传统划分类似的启发

式策略对不同关键性模式的调度任务集分别进行划分，不同模式中调度任务

集的划分算法可以不同。特别的由于在高关键模式中存在低关键性模式中没

有执行完的高关键性遗留作业，因此对于高关键性模式调度任务集的划分策

略相较于低关键性模式调度任务集的划分策略难度更高。

（3）低（高）关键性模式的划分检验：OCOP同样需要对不同模式中的划分任务

进行不同关键性级别的可调度性检验。特别的，由于高关键性遗留作业的影

响，高关键性模式划分检验也颇具挑战性。

（4）划分失败的调整策略：对于传统的划分策略，划分失败直接导致算法结束，

OCOP在某个关键性模式下划分失败时会尝试对实时任务集的一些调度参数

进行调整，并重新对各个关键性模式调度任务集进行划分，直至所有关键

性模式调度任务集都被正确划分（划分成功），或调度参数的调整空间耗尽

（划分失败）。

在 OCOP划分策略下，低关键性模式调度任务集与高关键性模式调度任务集的划

分是在两个独立的阶段进行的，这就降低了混合关键性任务在不同运行时关键性模式

下调度参数的改变对划分检验造成的干扰，并能够平衡各个划分处理在不同关键性模

式下的资源率，从而提高整个系统的资源利用率和划分性能。在每个关键性模式下划

分失败时的实时任务调度参数调整策略又降低了初始调度参数选择不当对划分性能的

影响。

4.3.3 MC-MP-EDF算法描述

在这一小节，我们基于前文提出的 OCOP策略提出新的多处理器平台混合关键性

系统划分调度算法 MC-MP-EDF（Mixed-Criticality Multi-Partitioned EDF）。该算法在

双关键性模型中的算法描述如图4.2所示。算法中 CheckSchedulable子函数的伪代码描

述如图4.3所示。

运行时调度算法

如果MC-MP-EDF算法返回 SUCCESS,则系统遵从如下的约束进行运行时调度：

（1）系统启动时将所有实时任务按照MC-MP-EDF的低关键性划分结果 Π LO分

配到各处理器中，且系统进入低关键性模式。
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算法：MC-MP-EDF，基于 OCOP划分策略的多次划分调度算法输入：被划分
任务集 τ = {τ1,τ2, · · · ,τn}
输出：划分失败返回 FAILURE；
划分成功返回 SUCCESS，以及低关键性模式和高关键性模式下划分结果
ΠLO = {p1 = {}, p2 = {}, · · · , pn = {}}和 ΠHI = {p1 = {}, p2 = {}, · · · , pn = {}}

1: πHI← HS←{i | τi ∈ π and ζi = HI}
2: for each i ∈ π do Di(LO)← Di− (Ci(HI)−Ci(LO))

3: ct← None

4: while T RUE do
5: if not CheckSchedulable(π,ΠLO,LO) then
6: if ct = None then return FAILURE
7: Dct(LO)← Dct(LO)+1
8: HS← HS\{ct}
9: ct← None

10: else
11: if CheckSchedulable(π,ΠHI,HI) then return SUCCESS
12: if HS = /0 then return FAILURE
13: Dct(LO)← select a candidate task from HS
14: Dct(LO)← Dct(LO)−1
15: if Dct(LO) =Cct(LO) then HS← HS\{ct}
16: end if
17: end while

图 4.2 MC-MP-EDF算法的伪代码描述
Fig. 4.2 Pseudo code of MC-MP-EDF algorithm

（2）每个处理器均保证任意时刻占用处理器执行的作业之优先级不低于其就绪队

列中任何作业的优先级。

（3）当系统运行在低关键性模式时，所有低关键性任务和高关键性任务释放的作

业均采用其释放时间与低关键性下的虚拟相对截止期之和作为其运行时优先

级，并被插入其低关键性下所分配处理器的就绪队列中等待调度执行。

（4）当系统发生低关键性模式向高关键性模式切换时，所有低关键性任务释放的

作业将被终止执行并被清除出就绪队列，而高关键性任务释放作业的优先级

将被调整为该作业的释放时间与高关键性下相对截止期之和。并将该作业插

入其高关键性下所分配的处理器的就绪队列，同时从原有就绪队列中移除该

作业（对于在两种关键性下分配相同处理器的作业不进行此操作）。当所有

高关键性任务释放的未完成作业都完成就绪队列迁移之后，系统继续按照第

2条约束的原则进行调度。

当系统运行在高关键性模式时，所有低关键性任务释放的作业将不被添加到就绪
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队列而是直接终止执行。而高关键性任务释放的作业将采用其释放时间与高关键性下

的相对截止期之和作为其运行时优先级，并被插入其在高关键性下所分配处理器的就

绪队列等待调度执行。

4.3.4 算法正确性分析

引理 ਇᇔᰬԱࣗ䳼ڬ䇴ԱᝅⲺ␭ਾީ䭤ᙝٽ：4.2 τ = {τ1,τ2, · · · ,τn}θૂঋ位䙕

⦽ੂ䍞ཐ༺⨼ಞ㌱㔕 Π = {p1, p2, · · · , pn}Ⱦྸ᷒MC-MP-EDF㇍⌋䘊ഔ SUCCESSθъ

䈛Աࣗ䳼䟽⭞MC-MP-EDFⲺ䘆㺂ᰬ䈹ᓜ㇍⌋θࡏԱᝅ㻡࠼䞃ࡦ⢯ᇐ༺⨼ಞⲺᇔᰬԱ

ࣗ䠀᭴Ⲻ֒ѐ൞քީ䭤ᙝ⁗ᕅс䜳ᱥਥ䈹ᓜⲺȾ

证明：由 MC-MP-EDF的划分算法流程可知，该算法只在第 11行会返回 SUC-

CESS。而在每次外层 for each循环的迭代过程中只要在第 5行的判定条件为假时才可

能执行到第 11行，即算法返回 SUCCESS的前提条件是在所有实时任务使用当前的低

关键性虚拟截止期取值时可以通过第 5行的低关键性 DBF判定条件。而第 5行的判定

条件保证所有高关键性和低关键性的实时任务释放的作业都可以在虚拟截止期之前执

行完低关键性下评估的最差执行时间。

又因为对于所有的低关键性实时任务其虚拟截止期等于低关键性下的截止期，而

所有高关键性任务的虚拟截止期又小于等于其低关键性截止期，因此对于实时任务集

合里的所有实时任务，他们所释放的作业在低关键性模式下都可以在各自的绝对截止

期之前执行完毕。引理证毕。 �

引理 ਇᇔᰬԱࣗ䳼ڬ䇴ԱᝅⲺ␭ਾީ䭤ᙝٽ：4.3 τ = {τ1,τ2, · · · ,τn}θૂঋ位䙕

⦽ੂ䍞ཐ༺⨼ಞ㌱㔕Π = {p1, p2, · · · , pn}Ⱦྸ᷒ MC-MP-EDF㇍⌋䘊ഔ SUCCESSθъ

䈛Աࣗ䳼ਾ䟽⭞MC-MP-EDFⲺ䘆㺂ᰬ䈹ᓜ㇍⌋θࡏԱᝅ儎ީ䭤ᙝᇔᰬԱࣗ䠀᭴Ⲻ֒

ѐ൞儎ީ䭤ᙝ⁗ᕅсᱥਥ䈹ᓜⲺȾ

证明：与引理 1的证明类似，当算法返回 SUCCESS时，第 11行的判定条件可以

保证在所有实时任务使用当前的低关键性虚拟截止期取值时，系统中所有的高关键性

实时任务都可以被划分到某个处理器中，并且划分到同一处理器中的高关键实时任务

满足 DBF-HI的判定条件。虽然在系统切换到高关键性模式时高关键性的实时任务会

进行处理器间迁移，但第 5行的判定条件保障了所有的高关键性实时任务释放的作业

在其虚拟截止期之前可以执行完低关键性下的最差执行时间，因此迁移操作不会影响

DBF-HI判定的准确性。而 DBF-HI判定条件也可以保证每个处理器上分配的高关键

性实时任务所释放的作业都能够满足各自高关键性下的截止期约束。引理证毕。 �
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算法：CheckSchedulable，判断输入的实时任务集是否可调度
输入：被划分任务集τ = {τ1,τ2, · · · ,τn}，可用处理器集合 PS（保存划分结果），
任务的关键性级别 CL
输出：划分失败返回 FAILURE；划分成功返回 SUCCESS，以及划分结果 PS

1: Sort π by decreasing order ofCi(CL)/Di(CL)

2: for each pi ∈ PS do pi←{}
3: for each itr ∈ T S do
4: for each pi ∈ PS by indicator increasing order do
5: if CheckSchedulablityWithDBF(pi∪{τitr},CL) then
6: pi← pi∪{τitr}
7: itr← None; exit for
8: end if
9: end for
10: if itr ̸= None return FALSE
11: end for
12: return TRUE

图 4.3 CheckSchedulable算法的伪代码描述
Fig. 4.3 Pseudo code of CheckSchedulable algorithm

4.3.5 算法复杂性分析

通过 MC-MP-EDF的算法描述易知，外层 for each循环进行下一次迭代的必要条

件是在第 12行集合 HS不为空。又因为每次迭代都会使得 HS中某个高关键性的实时

任务 τi 的 Di(LO)减 1或者直接退出循环算法终止，而高关键性任务 τi 的 Di(LO)减至

Ci(LO)时该任务将从 HS中移除，因此外层 for each循环的最大迭代次数为：

∑
τi∈HI(π)

(Di−Ci(LO)+1) (4.5)

通过与算法MC-PEDF类似的复杂性分析易知，第 5行和第 11行操作具有伪多项式的

时间复杂性。综上分析，MC-MP-EDF的总体时间复杂性是伪多项式的。

4.4 实验仿真与结果分析

本节将通过仿真实验来比较本文提出的两种多处理器平台中混合关键性实时任务

系统的划分调度算法，以及现有划分调度算法的可调度性能。实验针对双关键性隐式

截止期偶发实时任务模型和单位速率的同质多处理器平台。本文的实验实现了 Kelly

等在文献 [92]中提出的两个资源利用率比较高的算法 DC-RM和 DC-Audsley，并以此

为参照比较了本章提出的划分调度算法MC-PEDF在随机任务集可调度比率评价标准

中的性能。并通过观察采用 OCOP划分策略的算法MC-MP-EDF的性能改进效果来评

价 OCOP的有效性。
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4.4.1 随机任务集生成算法

我们采用与文献 [69]中类似的生成混合关键性随机任务集的方法，并将其扩展到

多处理器平台中。一个随机实时任务集初始时被设置为空集 π ← /0，然后逐次添加新

的随机混合关键性实时任务。随机任务的生成主要受 5个参数的控制：随机任务为高

关键性任务的最大概率 PHI ；高关键性任务的高关键性下的最差执行时间与低关键性

下最差执行时间的最大比例 RHI 务在低关键性下最差执行时间的最大值 C(LO)；最大

的实时任务周期 T max；和单位速率处理器的个数 m。每个新的随机实时任务按照如下

步骤生成：

（1）τi服从 PHI的概率取值 HI，否则取值 LO；

（2）Ci(LO)的取值在 {1,2, · · · ,Cmax
LO }范围内服从均匀分布；

（3）如果该随机任务为低关键性任务则Ci(HI)=Ci(LO) ,否则Ci(HI)在 {Ci(LO),Ci(LO)+

1, · · · ,RHI ·Ci(LO)}范围内均匀分布；

（4）Ti的取值在 {Ci(ζi),Ci(ζi)+1, · · · ,T max}范围内服从均匀分布；

（5）由于我们采用隐式截止期的模型，所以有 Di = Ti。

我们定义一个双关键性实时任务集 π 的平均利用率为：

Uavg =
ULO(π)+UHI(π)

2
(4.6)

每个任务集在生成时都有一个平均资源利用率基准 U⋆。由于产生拥有准确资源

利用率的随机任务集比较困难，所以我们允许任务集的平均利用率有一个可接受的

误差范围：U⋆
min =U⋆−0.005U⋆

max =U⋆+0.005。若满足 Uavg(π) <U⋆
min,就继续产生更

多的任务并将它们添加到任务集 π。如果将一个任务加入 π 后导致Uavg(π)>U⋆
max 则

随机任务集生成算法将整个任务集抛弃，并从一个空的任务集重新开始生成。如果

将一个随机任务加入 π 后，满足U⋆
min ≤Uavg(π)≤U⋆

max，则一个随机任务集生成完毕，

除非任务集中的所有任务都有相同的关键性或者ULO(π)> 0.99 ·m或UHI(π)> 0.99 ·m。

在这种情况下，此任务集也将被抛弃。

在每次实验中生成随机任务集的各个参数设置分别为 PHI = 0.5，RHI = 3，Cmax
LO =

10，T max = 100，m = 4或8。

4.4.2 实验结果分析

图4.4和图4.5分别比较了 4 个处理器 (m=4) 和 8 个处理 (m=8) 平台下，已有划

分调度算法 DC-RM[92]、DC-Audsley[92]、MC-Partition[104] 与本文提出的 MC-PEDF、

MC-MP-EDF的随机任务集可调度比率。图中各点数据均基于至少 1000个随机任务

集样本（图4.4各点随机任务集平均任务数量为 16至 31，图4.5为 31至 63）。其中 x
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图 4.4 4个处理器系统中的算法接受率比较
Fig. 4.4 Acceptance comparison on 4-processor platform

轴是随机任务集的规范化平均资源利用率，y轴表示可被调度任务集数量与总样本数

量的百分比。例如图4.4中的曲线MC-MP-EDF上的点（0.80625,85）表示在多于 1000

组规范化平均资源利用率在（0.80125,0.81125）范围内的随机任务集样本中，可以被

MC-MP-EDF算法调度的样本数量占总体样本数量的百分比为 85%。

实验结果表明本文提出的基于传统划分策略和 EY-VD算法的混合关键性多处理

划分调度算法 MC-PEDF的接受率性能要明显优于之前的算法。而使用针对混合关

键性系统的 OCOP划分策略的改进性划分调度算法 MC-MP-EDF的性能也明显的优

于MC-PEDF算法。从图 4与图 5的对比中我们可以发现当混合关键性系统中处理器

的数量从 4增至 8时，MC-MP-EDF相对其它调度算法的优势更为突出。这也证明了

OCOP划分策略针对多处理器平台中混合关键性系统的有效性和实用性。

4.5 小结

本文在基于传统多处理器划分调度策略实时调度算法的基础上，结合单处理器混

合关键性系统中的 EY-VD算法，提出了多处理器混合关键性系统中基于该算法的划

分调度算法 MC-PEDF。并进一步研究了混合关键性系统中划分调度的特殊性质，并

在分析传统划分策略局限性的基础上首次提出了针对多处理器平台的混合关键性系统

划分策略 OCOP。相较于传统的多处理器划分策略，OCOP能够有效利用混合关键性

实时任务的运行时特征，更好地平衡不同处理器之间在各个运行时关键性模式中的资

源利用率，以更为充分有效的利用系统资源。仿真实验的结果表明MC-PEDF相较于
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图 4.5 8个处理器系统中的算法接受率比较
Fig. 4.5 Acceptance comparison on 8-processor platform

先前的多处理器混合关键性实时调度算法具有更高的可调度接受率；而基于 OCOP划

分策略的新算法 MC-MP-EDF又显著提升了 MC-PEDF的性能，并且系统中处理器的

数量越多优化效果越明显。我们有理由相信 OCOP将会成为多处理器混合关键性划分

实时调度的重要分支。
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第 5章 实时任务有向图的近似响应时间分析

传统的实时任务系统模型通常被定义为由周期性重复执行的任务构成的集

合[8, 9]。但是实际系统中存在很多并非完全是周期性重复计算的行为，而这些行为很

难被这种简单的周期任务模型所精确描述。例如依赖于可变速率行为的内燃机燃料注

射控制器系统[10]，和视频编解码器中基于帧的执行[11]。针对这些复杂结构的一种自

然表示方法就是任务图。近些年来，很多基于图的任务模型被不断的提出，用来更为

精确地描述复杂的嵌入式系统[7, 11–16]。

然而对于大多数已有的实时任务模型（不包括简单的周期性模型），对于静态优

先级调度的精确响应时间分析在时间复杂度上都是难于接受的。图5.1对一些常见的

任务型的响应时间分复杂度进行了比较和总结，并展示了相互间的泛化关系[120]。在

这些模型中只有非常简单的 L&L [8] 和 sporadic [9] 模型能够在伪多项式时间内计算出

响应时间。而在模型中引入分支后相位调整后[17] ，问题便迅速变为强反 NP难问题

（strongly coNP-hard）。在文献 [18, 19]中提出了很强的优化技术，能够减掉指数级状

态空间中的很大一部分。但是，这些方法在一般情况下仍是指数级的复杂度，并且在

处理大规模系统时依然可能面临状态空间爆炸的问题。

本章将研究通过近似的方法来分析基于图的实时任务模型的响应时间。由于实时

任务有向图（DRT，Digraph Real-Time）模型[7] 相对于大部分已有的基于图的实时任

务模型而言，更为一般化且描述能力更强，因此本章主要基于该模型进行讨论。

本章提出了两种近似响应时间分析方法 RBF和 IBF，这两种方法均为伪多项式时

间复杂度，并可以很高效地处理大规模的任务系统。

本章主要的理论贡献还在于通过加速比[137]（Speedup Factor）分析，对两种方法

L&L sporadic

MF

RB

GMF

ncRRTRRT

DRT

strongly coNP-hard

pseudo-polynomial

图 5.1 常见实时任务模型间的泛化关系
Fig. 5.1 Generalization relationship between different task models
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进行了量化的性能评价。其中基于加速比的的性能评价被广泛应用于众多调度问题的

近似算法分析中。本章的主要成果可总结如下：

• RBF近似响应时间分析方法的精确加速比为 2（即便是仅包含两个任务的系

统）。

• IBF近似响应时间分析方法的加速比为 1+
√

k2−k
k ，其中 k为干涉任务（优先级

高于当前分析任务者）的数量。

因为当 k = 1时有 1+
√

k2−k
k = 1，所以对于只有两个任务的系统 IBF方法能够得

到精确解。另外由于 1+
√

k2−k
k 为以 k为自变量的单调递增函数，因此 IBF方法的分

析精度随着干涉任务数量的增加而降低。而当 k趋于无穷时，IBF的加速比也趋近于

2（与 RBF一致）。

本章还通过模拟实验来分析了 RBF与 IBF方法的精确度与时间效率。实验结果

表明，本章提出的近似分析方法（尤其是 IBF）的分析精度与指数复杂度的精确算法

十分接近。并且当任务集合的大小越小时，IBF方法的精度越高，这也与通过加速比

的分析方法得出的结论一致。另一方面，本章提出两种近似分析方法的运行时效率也

非常高。对于大规模的任务系统也仅需要几秒钟的执行时间，而采用精确分析方法时

可能需要数小时。

5.1 系统模型与定义

5.1.1 模型定义

本小节将介绍本章研究的任务模型和一些基础概念。实时任务有向图（digraph

real-time，DRT）模型[19]描述了由 N个相互独立的实时任务的集合 τ = {T1,T2, · · · ,TN}

构成系统的工作量信息。其中每个任务 T 被描述为一个有向图 G(T )，该有向图由所

有顶点构成的集合 V (T )和所有有向边的集合 E(T )组成。

顶点集合 V (T ) = {v1,v2, · · · ,vn}表示所有被任务 T 释放作业的可能类型。每个顶

点 v由一个二元组 ⟨e(v),d(V )⟩标注。其中 e(v) ∈ N表示该顶点对应作业的最差执行时

间（Worst Case Execution Time），d(v) ∈N表示作业的相对截止期。特别的，本章隐含

地假定对于所有顶点 v对应的作业类型，均满足 e(v)≤ d(v)。

有向图 G(T ) 的边表示由任务 T 释放的不同类型作业的释放次序。每条边

(u,v) ∈ E(T ) 均由 p(u,v) ∈ N 来标注。其中 p(u,v) 表示 v 类型的后继作业与其前驱

u 类型作业之间的最小释放时间间隔。本章假定所有类型作业满足限定截止期

（constrained deadline）的约束，即对于任意一个边 (u,v) ∈ E(T )，满足 d(u)≤ p(u,v)。
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5.1.2 模型语义

每个实时任务 T 的实际运行时行为对应一个遍历有向图 G(T )的可能无限长的路

径。在该路径上，每次经过一个顶点就会触发一次该类型作业的运行时释放（遵从该

顶点上标注的参数）。经由该路径上每两个连续释放作业间的释放间隔服从对应边上

标注的约束。本章用一个三元组 (r,e,d)来形式化的描述一个运行时作业。其中，r为

作业的释放时间，e为最差执行时间，d 为绝对截止期。

DRT任务系统的语言被定义为其可能产生的作业序列σ = [(r1,e1,d1),(r2,e2,d2), · · · ]。

其中所有作业按其释放时间单调递增排列，即对于任意正整数 i≤ j，满足 ri ≤ r j。一

个作业序列 σ = [(r1,e1,d1),(r2,e2,d2), · · · ]是由实时任务 T 产生的充分必要条件为：

存在一条通过 G(T )的路径 π = (v1,v2, · · ·)，对于任意 i > 0同时满足下列条件：

（1）ri+1− ri ≥ p(vi,vi+1)，

（2）ei ≤ e(vi)，

（3）di = ri +d(vi)。

一个作业序列 σ 是由实时任务集合 τ 中所有任务分别产生的作业序列归并组成，

则该作业序列 σ 即为 τ 产生的。

本文结合图5.2中描述的任务实例来说明 DRT任务系统的语义。当系统启动时，

实时任务 T 从其顶点集合中选择任意一个作为第一个释放作业的类型。而接下来的释

放作业序列必须与通过有向图 G(T )的一条具体直通路径相对应。考虑如下的作业序

列 σ = [(5,2,13,),(15,3,22), (25,3,31)]，该作业序列对应的通过有向图 G(T )的路径为

π = (v5,v2,v4)。

需要注意的是,本实例演示的是符合 DRT模型语言的偶发任务行为。作业序列 σ

中的第一个作业（对应路径 π 中第一个顶点 v5）在时间为 5时释放。σ 中第二个作业

图 5.2 包含 5种不同类型作业的 DRT任务实例
Fig. 5.2 An example task containing five different jobs

- 67 -



ђ्ཝ学博士学位论文 ㅢ 5ㄖ ᇔᰬԱࣗᴿੇഴⲺ䘇ղଃᓊᰬ䰪᷆࠼

（对应顶点 v2）的释放时间为 15，比其理论上可能的最早释放时间晚了 2个时间单位。

而顶点 v4对应作业在 v2之后的释放则在其最早可能的释放时间 25。

5.1.3 静态优先级调度和最差响应时间

本章假设所有的运行时作业序列都执行在单处理器平台，并通过静态优先级

（Static Priority）可抢占调度器进行调度。每个任务都在系统初始化时被分配一个预先

设置的静态优先级。同一任务释放的所有作业都将继承该任务的优先级，并在运行时

保持优先级固定不变。在运行时的任意时刻，系统都会在已经释放但尚未执行完成的

作业中选择优先级最高的一个来占用处理器执行。

定义 5.1 (最差响应时间)：㔏ᇐжѠ DRTᇔᰬԱࣗ䳼ਾ τθެѣⲺԱжԱࣗ T ሯ

ᓊⲺ京⛯䳼ਾѰ V (T )Ⱦሯӄ τ жѠޭ։䠀᭴֒ѐᓅࡍθV (T )ѣԱж京⛯ v䠀᭴֒ѐ

Ⲻ䠀᭴ᰬࡱфᇂᡆᰬࡱҁ䰪Ⲻᰬ䰪䮵ᓜᇐѿѰ䈛֒ѐⲺଃᓊᰬ䰪Ⱦ㙂 vⲺᴶᐤଃᓊᰬ

䰪δWorst Case Response Timeε㻡ᇐѿѰ൞ τ Ⲻᡶᴿਥ㜳Ⲻ֒ѐ䠀᭴᛻߫ѣθ⭧ v䠀

᭴֒ѐଃᓊᰬ䰪ⲺᴶཝٲȾ

对于某一顶点 v，如果其最差响应时间不大于其相对截止期 d(v)，则该顶点是运

行时可调度的。需要注意的是，任一顶点的最差响应时间都不会受到比其优先级更低

作业释放工作量的影响。另外，假设某一任务的所有顶点都是可调度的，那么其中任

一顶点的最差响应时间也不会受到属于同一任务其他顶点的影响（因为对于任意边

(u,v) ∈ E(T )，均满足 d(u) ≤ p(u,v)）。因此，对于任一顶点 v都可以独立地分析高优

先级的任务集合 τHI 对它的干涉情况来计算最差响应时间。令 R(v,τHI)表示顶点 v在

高优先级任务集合 τHI干涉下的最差响应时间。

5.2 近似响应时间分析

本节将介绍两种近似响应时间分析方法：RBF（Request Bound Function）和 IBF

（Interference Bound Function）。两者均为伪多项式的时间复杂度。在详细介绍这两种

方法前，首先简要介绍一些基本概念以及指数复杂度的精确分析方法[125, 138]。

G(T )中的一条路径 π 产生的工作量随时间的变化关系可以被抽象描述为需求函

数（Request Function）[18]。对于任意时刻 t，需求函数返回路径 π 在该时刻之前可能

释放的所有作业所累积的最大执行需求（假设路径 π 中的第一个作业在 0时刻释放）。

定义 5.2 (需求函数)：ሯӄᇔᰬԱࣗ T ሯᓊⲺഴ G(T ) ѣⲺԱᝅжᶗ䐥ᖺ π =

(v0,v1, · · · ,vl)θެ䴶≸࠳ᮦ㻡ᇐѿѰ
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rf π(t), max{e(π ′) | π ′ is prefix of π and p(π ′)< t} (5.1)

where e(π),
l

∑
i=0

e(vi) and p(π),
l−1

∑
i=0

p(vi,vi+1)

rf π(t)是一个以 t 为自变量的非递减阶梯函数。每个水平分段的定义区间都是左

开右闭的。特别的，rf π(0) = 0。

令 Π(T )表示 G(T )中所有可能路径的集合，令 Π(τ), Π(T1)×Π(T2)×·· ·×Π(Tn)

表示任务集τ = {T1,T2, · · · ,Tn}中全体任务所有可能的路径组合。令π̄ = (π1,π2, · · · ,πn)

表示 Π(τ)中来自不同任务的路径构成的具体的一种路径组合。在分析顶点 v在高优

先级任务集合 τHI 之干涉作用下的最差响应时间时，令顶点 v在路径组合 π̄ 作用下的

总需求函数（total request function）为：

rf (v,π̄)(t) = e(v)+ ∑
πi∈π̄

rf πi
(t) (5.2)

需要注意的是，在式 (5.2)中，假设顶点 v和各条高优先级路径的第一个顶点均同

时在 0时刻释放第一个作业。

根据定义5.1和式 (5.2)，顶点 v在该特定高优先级任务路径组合 π̄ 干涉下的响应

时间可以被形式化描述为：

R(v, π̄) = min
t>0

{
t | rf (v,π̄)(t)≤ t

}
(5.3)

进一步地，顶点 v在高优先级任务集合 πHI干涉下的总体最差响应时间即为顶点 v

在所有可能路径组合干涉下响应时间的最大值，可以被形式化描述为：

R(v,τHI) = max
π̄∈Π(T )

{R(v, π̄)} (5.4)

但是，Π(T )中路径组合的个数与任务集合 τ 的规模呈指数级增长，因此使用式

(5.4)来计算顶点 v精确的最差响应时间的时间复杂度也是指数级的。造成路径组合规

模指数爆炸的原因主要来自于两个方面：

（1）每个实时任务对应有向图生成的路径数量是随路径长度呈指数增长的；

（2）不同任务间的路径组合数量也是随任务数量呈指数增长的。

文献 [18]提出了一种基于精炼策略的优化方法，在使用式 (5.4)计算最差响应时

间时，不需要检查所有的路径组合而是直接排除掉其中相当大的一部分。通过该方

法，能够极大的提高计算最差响应时间的时间效率。但是一般而言，该精炼方法的

时间复杂度仍然是指数级的，并会在处理大规模任务系统时产生可扩展性问题。事

实上，计算该 DRT模型中的精确最差响应时间问题是一个被证明的强 coNP难问题

（Strongly coNP-Hard）[17]。因此，除非 P = NP，否则（伪）多项式时间复杂度的方法
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理论上是不存在的。

接下来，本章将介绍两种时间复杂度均为伪多项式级别的近似最差响应时间分析

方法。这两种近似方法的主要思想都是为每个任务评估工作量时，采用伪多项式复杂

度的抽象化方法来计算近似的安全值，已达到同时提高单个任务的工作量计算，以及

不同任务间任务量叠加计算执行效率的目的。

5.2.1 RBF：需求上界函数分析方法

本小节首先介绍基于需求上界函数（Request Bound Function）的近似分析方法

RBF。

定义 5.3 (需求上界函数)：ሯӄжѠᇔᰬԱࣗ TθᇐѿᆹⲺ䴶≸р⮂࠳ᮦ rbf T (t)

Ѱ

rbf T (t), max
π∈Π(T )

{rf π(t)} (5.5)

ሯӄжѠ京⛯ vθ൞儎Վݾ㓝Աࣗ䳼ਾ τHIᒨ⎿֒⭞сⲺᙱ։䴶≸р⮂࠳ᮦѰ

rbf (v,τHI)(t), e(v)+ ∑
T∈τHI
{rbf T (t)} (5.6)

定理 5.1 (RBF 分析)：㔏ᇐжѠ京⛯ v ф儎Վݾ㓝ᒨ⎿Աࣗ䳼ਾ τHIθࡏᴿ

RRBF(v,τHI)ᱥ京⛯ vⲺᴶᐤଃᓊᰬ䰪Ⲻᆿޞр⮂φ

R(v,τHI)≤ RRBF(v,τHI), min
t>0
{t | rbf (v,τHI)(t)≤ t} (5.7)

证明：假设顶点 v 对应作业在高优先级任务集合 τHI 干涉作用下的最差响应时

间 R(v,τHI) = R。根据需求上界函数 rbf T (t)的定义，可知任意的路径 π ∈Π(T )都满足

rbf T (t)≥ rf π(t)。根据最差响应时间的定义（定义5.1），必然存在路径组合 π̄ ∈Π(τHI)，

满足

R = R(v, π̄) = min
t>0

{
t
∣∣∣rf (v,π̄)(t)≤ t

}
= min

t>0

{
t | e(v)+ ∑

πi∈π̄
rf πi

(t)≤ t

}

≤ min
t>0

{
t | e(v)+ ∑

T∈τHI
rbf T (t)≤ t

}
= min

t>0

{
t | rbf (v,τHI)(t)≤ t

}
= RRBF(v,τHI)

�

例 5.1：㘹㲇ྸഴ5.3(a)ᡶ⽰ӻऻ੡жѠԱࣗⲺ儎Վݾ㓝ᒨ⎿Աࣗ䳼ਾθф㻡ᒨ⎿
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v1

〈2, 2〉

v2

〈5, 5〉

5

(a) T
(a) T

0 2 4 6 8 10 12 14 16

2

4

6

8

10

rbf(v,τ)
× rf(v,{π1})

rf(v,{π2})

(b) rbf (v,τHI)(t)

(b) rbf (v,τHI)(t)

图 5.3 通过 rbf (v,τHI)计算 RRBF(v,τHI)实例
Fig. 5.3 Illstration of coputing RRBF(v,τHI) by rbf (v,τHI)

京⛯ vδe(v) = 3εᶺᡆⲺׁᆆȾᴿੇഴ G(T )ऻ੡⭧䗯 (v1,v2)䘔᧛ⲺњѠ京⛯ v1ૂ v2

ᶺᡆȾެѣθe(v1) = 2θe(v2) = 5θp(v1,v2) = 5Ⱦ䙐䗽 G(T )Ⲻ䐥ᖺާᴿњᶗθࡡ࠼Ѱ

π1 = (v1,v2)θπ2 = (v2)Ⱦ䘏њᶗ䐥ᖺ਺㠠Ⲻ䴶≸࠳ᮦ rf (v,π1)
(t)ф rf (v,π2)

(t)фሯ䀈㓵࠼

⴮Ӛӄࡡ t = 5ૂ t = 8Ⱦഖ↚θ京⛯ vⲺᴶᐤଃᓊᰬ䰪Ѱ R(v,τHI) = 8Ⱦռᱥθ京⛯ vⲺ

䴶≸р⮂࠳ᮦ rbf (v,τHI)(t)фሯ䀈㓵⴮Ӛӄ t = 10θഖ↚ RRBF(v,τHI) = 10 > 8 = R(v,τHI)Ⱦ

为了计算高优先级干涉任务集 τHI 的近似总体计算时间需求，在式 (5.7)中，只是

将不同任务的需求上界函数简单加和。这样便解决了因不同任务间路径组合导致的指

数爆炸问题。而对于因单个任务的不同路径数量的指数爆炸问题，可以通过文献 [19]

中提出的路径抽象（Path Abstraction）技术来有效解决。

本章通过路径抽象技术来为每个任务 Ti 计算需求上界函数 rbf Ti
(t)的时间复杂

度为 O(t2 · n)，其中 n 为有向图 G(Ti) 中顶点的数量。计算 rbf Ti
(t) 算法的伪代码如

图5.4所示。实际上对于顶点 v，为了判断其对应作业是否可调度，仅需要对不大于

d(v)的 t 计算 rbf Ti
(t)的值。因此，RBF 算法的总体时间复杂度仍然为伪多项式级别。

一些文献 [19]中的优化技术同样可以应用到图5.4所示算法中，来提高其执行的时间

效率。需要注意的是，rbf Ti
(t)是左开右闭的阶梯函数，而通过图5.4所示算法得到的

是左闭右开的阶梯函数。但所得函数可以很容易地在多项式时间内转换为对于自变量

t 左开右闭的集体函数。
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CalculateRBF(T, t)

1: RF0←{⟨0,0,vi⟩|vi vertex of G(T )}
2: for k = 1 to t do
3: RFk← /0
4: for each ⟨e,r,u⟩ ∈ RFk−1 do
5: for each edges(u,v) in G(T ) do
6: e′← e+ e(u)

7: r′← r+ pp(u,v)

8: if r′ ≤ t then
9: RFk← RFk∪{⟨e′,r′,v⟩}
10: end if
11: end for
12: end for
13: end for
14: return max{e+ e(v)|⟨e,r,v⟩ ∈

∪
k≤t RFk}

图 5.4 计算 rbf T (t)的算法描述

Fig. 5.4 Algorithm for computing rbf T (t)

5.2.2 IBF：干涉上界函数分析方法

本章介绍的第二种近似分析方法 IBF 使用更为精确的干涉工作量上界抽象函数来

描述每个任务的干涉工作量。本节首先介绍对于单独任务路径的干涉函数，和不同任

务路径组合的干涉函数定义。

定义 5.4 (干涉函数)：㔏ᇐ DRTᇔᰬԱࣗ Tθሯӄ䙐䗽ެሯᓊᴿੇഴ G(T )ⲺԱᝅ

жᶗ䐥ᖺ πθᇐѿ䈛䐥ᖺⲺᒨ⎿࠳ᮦδInterference FunctionεѰ

itf π(t), max{ee(π ′) | π ′ is prefix of π and p(π ′)< t}

where p(π),
l−1

∑
i=0

p(vi,vi+1) and ee(π),
l−1

∑
i=0

+min(e(vi),max(0, t− p(π))

൞᷆࠼京⛯ v൞儎Վݾ㓝Աࣗ䳼ਾ τHIҁᒨ⎿֒⭞сⲺᴶᐤଃᓊᰬ䰪ᰬθԚ京⛯ v

൞䐥ᖺ㓺ਾ π̄ ֒⭞сⲺᙱᒨ⎿࠳ᮦδtotal interference functionεѰφ

itf (v,π̄)(t) = e(v)+ ∑
πi∈π̄

itf πi
(t) (5.8)

单条路径的干涉函数 itf π(t)为倾斜的阶梯函数。干涉函数 itf π(t)中每个分段的斜

率取值为 0或 1。不同任务路径组合的总干涉函数 itf (v,π̄)(t)同样为倾斜的阶梯函数。

但是对于 itf (v,π̄)(t)中由多个倾斜的 itf π(t)分段加和而成的分段，其斜率可能大于 1。

图5.5(a)展示了两条路径 π1 与 π2 各自的干涉函数与需求函数，图5.5(b)展示了高优先

级路径组合 (π1,π2)和顶点 v（e(v) = 2）的总干涉函数与总需求函数。
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(a) 路径 π1 和 π2 分别对应的 rf 和 itf
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(b) 元组 (v, {π1 , π2})对应的 rf 和 itf
(b) rf and itf of (v, {π1 , π2})

图 5.5 函数 rf 与 itf 的不同之处

Fig. 5.5 Illustration of the difference between rf and itf

事实上，总干涉函数 itf (v,π̄) 与总需求函数 rf (v,π̄) 在用于计算精确响应时间时，如

果采用枚举所有路径组合的计算方法，则两者是等效的。对于干涉函数存在如下定

理：

定理 5.2：京⛯ v൞䈛⢯ᇐ儎Վݾ㓝Աࣗ䐥ᖺ㓺ਾ π̄ ᒨ⎿сⲺ㋴⺤ଃᓊᰬ䰪ਥԛ

䙐䗽с䶘ㅿᕅ䇗㇍φ

R(v, π̄) = min
t>0

{
t | itf (v,π̄)(t)≤ t

}
(5.9)

䘑ж↛൦θ京⛯ v൞儎Վݾ㓝Աࣗ䳼ਾ πHI ᒨ⎿сⲺᙱ։ᴶᐤଃᓊᰬ䰪ਥԛ䙐䗽с䶘

ㅿᕅ䇗㇍φ

R(v,τHI) = max
π̄∈Π(τHI)

{R(v, π̄)} (5.10)

对比式 (5.3)的右边部分与式 (5.9)的右边部分可知，定理5.2正确性的一个充分条

件为：对于任意的高优先级任务路径组合 π̄，满足式 (5.3)与式 (5.9)各自右边部分的取

值是相等的。通过检查函数 itf (v,π̄)(t)和函数 rf (v,π̄)(t)的定义易知，函数 itf (v,π̄)(t)的所

有水平分段都是与函数 rf (v,π̄)(t)重叠的。另外，如图5.5所示，因为函数 itf (v,π̄)(t)所有

分段的斜率均为 0或 1，所以函数 itf (v,π̄)(t)和函数 rf (v,π̄)(t)与对角线的交点一定位于

函数 itf (v,π̄)(t)的水平分段上。综上可知，函数 itf (v,π̄)(t)和函数 rf (v,π̄)(t)分别与对角线

的交点都是相同的。因此由函数 itf (v,π̄)(t)和函数 rf (v,π̄)(t)分别计算得到的最差情况响

应时间是相同的。该定理的形式化证明在此省略。

与需求函数的情况类似，枚举所有路径组合的干涉函数的计算复杂度同样是不可
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接受的。接下来，本章将介绍干涉上界函数来基于该函数的近似分析方法。干涉上界

函数的定义与需求上界函数类似，但是具有更好的分析精度。

定义 5.5 (干涉上界函数)：㔏ᇐᇔᰬԱࣗ Tθᇐѿެᒨ⎿р⮂࠳ᮦδInterference

Bound Functionεibf T (t)Ѱ

ibf T (t), max
π∈Π(T )

{itf π(t)} (5.11)

ሯӄ京⛯ vθ൞儎Վݾ㓝ᒨ⎿Աࣗ䳼ਾ τHI֒⭞сⲺᙱᒨ⎿࠳ᮦ㻡ᇐѿѰ

ibf (v,τHI)(T ), e(v)+ ∑
T∈τHI
{ibf T (t)} (5.12)

定理 5.3 (IBF分析方法)：㔏ᇐ京⛯ vθૂ儎Վݾ㓝ᒨ⎿Աࣗ䳼ਾ τHIθ䟽⭞ IBFᯯ

⌋䇗㇍Ⲻଃᓊᰬ䰪 RIBF(v,τHI)ᱥ京⛯ vᴶᐤଃᓊᰬ䰪Ⲻᆿޞр⮂φ

R(v,τHI)≤ RIBF(v,τHI), min
t>0
{t | ibf (v,τHI)(t)≤ t} (5.13)

证明：根据定义5.5，对于任意实时任务 Ti和于任意通过其对应有向图 G(T )的路

径 π ∈Π(T )，满足 ibf Ti
(t)≥ itf π(t)。再根据定理5.2可知

R(v,τHI) = max
π̄∈Π(T )

{min
t>0
{t | itf v,π̄(t)≤ t}}

≤ min
t>0
{t | max

π̄∈Π(T )
{itf v,π̄(t)≤ t}}

= min
t>0
{t | ibf (v,τHI)(t)≤ t}

= RIBF(v,τHI)

定理得证。 �

得到为每个任务T 计算ibf (v,T )(t)的伪多项式时间复杂度算法，只需将图5.4中所列

算法的最后一行修改为：

max{e+ e(v)|⟨e,r,v⟩ ∈
∪
k≤t

RFk}。

事实上，IBF 分析方法严格优于RBF 方法，形式化表述为IBF ≻ RBF。接下来将

给出该结论的证明。

定理 5.4 (IBF ≻ RBF)：ሯӄԱᝅԱࣗ京⛯vθ┗䏩RIBF(v,τHI)≤ RRBF(v,τHI)θᒬъᆎ

൞⢯ᇐⲺ京⛯vֵᗍRIBF(v,τHI)< RRBF(v,τHI)Ⱦ

证明：itf 是相较于rf 更为精确的路径工作量抽象，对于任意路径π 和时间t > 0，

满足itf π(t) ≤ rf π(t)。因此对于任意任务T 和时间t，满足ibf T (t) ≤ rbf T (t)。再根据定

义5.3和定义5.5可知RIBF(v,τHI)≤ RRBF(v,τHI)。
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图 5.6 函数
Fig. 5.6 Illustration of ibf (v,τHI)(t)

针对图5.6中给出实例，RIBF(v,τHI) = 8小于RRBF(v,τHI) = 10。由此，定理得证。 �

5.2.3 一些性质

令RF 与IT F 分别表示使用需求函数rf 和干涉函数itf 进行精确响应时间分析的方

法。那么，存在得到如下的关系：

IT F ≻ IBF

= ≺

RF ≻ RBF
其中，符合≻表示不同方法之间的严格优于关系。

在本小节将介绍一些重要的辅助引理，为后面小节分析RBF 与IBF 的加速比提供

支持。

首先，需要阐述的是需求上界函数 rbf (v,τHI)(t)与干涉上界函数 ibf (v,τHI)(t)对于任

意特定的时间t，针对不同任务路径组合在长度为t 的时间间隔内最大累计工作量（干

涉）的计算是精确的，并不会导入任何的悲观估计。该条性质的证明如下面引理所

示。

引理 5.5：㔏ᇐԱࣗ京⛯vૂ儎Վݾ㓝ᒨ⎿Աࣗ䳼ਾτHI,ሯӄԱᝅt ≥ 0┗䏩φ

rbf (v,τHI)(t) = max
π̄∈Π(τHI)

{rf (v,π̄)(t)} (5.14)

ibf (v,τHI)(t) = max
π̄∈Π(τHI)

{itf (v,π̄)(t)} (5.15)

证明：首先证明式 (5.14)的正确性。根据定义5.3和式 (5.2)易知，式 (5.14)的左边
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部分大于等于右边部分。接下来只需证明式 (5.14)左边部分小于等于右边部分同样成

立。由式 (5.6)可推出：

rbf (v,τHI)(t) = rbf T1
+ rbf T2

+ · · ·+ rbf Tn + e(v)

= max
π∈Π(T1)

{rf π(t)}+ max
π∈Π(T2)

+ · · ·+ max
π∈Π(Tn)

+e(v)

对于特定时间t，令 πi 表示路径集合Π(Ti)中在长度为t 的时间内取得最大累积工作量

的路径，即πi ∈Π(Ti)满足∀π ∈Π(Ti) : rf πi
(t)≥ rf π(t)。进一步可以推出：

rbf (v,τHI)(t) = rf π1
+ rf π2

+ · · ·+ rf πn + e(v)

= rf (v,{π1,π2,··· ,πn})(t)

≤ max
π∈Π(τHI)

{rf (v,π̄)(t)}

综上，式 (5.14)的正确性得证。同理，可以证明式 (5.15)的正确性。 �

定义 5.6 (上升点)：ሯӄδٴᯒε䱬ụ࠳ᮦ f (t)рⲺ⛯z≥ 0θྸ᷒zѰрॽ⛯ࡏᗻ

亱┗䏩ྸсⲺ࠼ݻᗻ㾷ᶗԬφ

f (z) = f (z− ε)∧ f (z)< f (z+ ε)

ެѣθε ѰжѠԱᝅ᧛䘇ӄ0Ⲻ↙ᇔᮦȾ

直观上的，一个上升点可以看做是（倾斜）阶梯函数图形中一个水平分段右侧

结束端的x坐标轴的取值。如图5.7(a)所示，z1 同为阶梯函数rf (v,π̄)(t)和倾斜阶梯函数

itf (v,π̄)(t)的上升点。

引理 5.6：㔏ᇐжѠ京⛯vૂ儎Վݾ㓝ᒨ⎿Աࣗ䳼ਾτHIȾԚ π Ѱ䐥ᖺ㓺ਾΠ(τHI)

ѣⲺԱᝅжᶗ䐥ᖺȾԚ f (t) 㺞⽰ᙱ䴶≸࠳ᮦ rf (v,π̄)(t) ᡌᙱᒨ⎿࠳ᮦ itf (v,π̄)(t)Ⱦٽ

䇴 f (x)> xθᒬъᇐѿ

z2 , min
t>x
{t | f (t)≤ t}

z1 , max
t<x
{t | f (t)≤ t ∧ t ᱥ f (x)ⲺжѠрॽ⛯}

䏩┗ࡏ

f (z2)− f (z1)≤ R(v,τHI)

为了证明引理5.6，首先引入如下辅助引理。

引理 5.7：㔏ᇐжѠ京⛯ vૂ儎Վݾ㓝ᒨ⎿Աࣗ䳼ਾ τHIȾٽ䇴൞ᰬ䰪॰䰪 [t1, t2)

⛯ಞ༺ӄᤷ㔣ᐛ֒Ⲻᘏ⻂⣬ᘷδᢝ㺂⭧京⨽༻޻ vᡌ τHI Աࣗ䠀᭴Ⲻ֒ѐεθ䛙Ѿ൞޻

[t1, t2)޻䠀᭴֒ѐⲺᡶᴿᐛ֒䠅ҁૂуཝӄ R(v,τHI)Ⱦ
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证明：本引理通过反证法来证明。令W 表示在区间 [t1, t2)内释放所有作业的累

积工作量之和，并假设W > R。不失一般性地，考虑 v在 t1 时刻释放了一个作业。因

为处理器在区间 [t1, t2)一直处于忙碌状态，因此该区间内释放作业的工作量不能在

t1 +W 之前执行完毕。又因为 v释放的作业为优先级最低的作业，因此该作业不能在

t1 +W 之前执行完毕。这与 R为顶点 v的最差响应时间的定义相矛盾。引理得证。 �

接下来将对引理5.6进行证明。

证明：引理5.6的证明可对 f (t) = itf (v,π̄)(t)和 f (t) = rf (v,π̄)(t)两种情况分别讨论。

首先讨论 f (t) = itf (v,π̄)(t)时的情况。假设每条路径 πi ∈ π̄ 释放其第一个作业均

在 0时刻。因为 z1 是函数 itf (v,π̄)(t)上的一个上升点，所以 itf (v,π̄)(z1)表示在时间区间

[0,z1)内释放的所有工作量之和。又因为 itf (v,π̄)(z1) ≤ z1，所以可推出在区间 [0,z1)内

释放的所有工作量在 z1 时刻之前全部执行完毕，即处理器在 z1 时刻为空闲状态。另

一方面由于 z1 为上升点，因此在 z1 时刻会有新作业的释放。由此可推出，处理器在

z1时刻油空闲变为忙碌状态。

接下来讨论如下命题正确性：处理器在时间区间 [z1,z2)内为持续忙碌状态。该命

题通过反证法来证明。假设存在时刻 z′ ∈ (z1,z2)满足处理器在该时刻空闲。由此可知

所有在 z′时刻前释放的作业均在 z′时刻之前执行完毕，所以 z′一定属于函数 itf (v,π̄)(t)

的某一水平分段并且 itf (v,π̄)(z
′)≤ z′。令 z′′表示 z′所述水平分段末尾的上升点，可知

itf (v,π̄)(z
′′)≤ itf (v,π̄)(z

′) = z′ ≤ z′′

因此 z′′ 是一个小于 z2 并大于 z1 且满足 itf (v,π̄)(t)≤ t 的上升点，这与 z1 的定义是相矛

盾的。该矛盾证明了处理器在时间区间 [z1,z2)内是忙碌的。

根据引理5.7可推出，在时间区间 [z1,z2) 内释放作业的累积工作量之和不大于

R(v,τHI)。又因为 z1为上升点，可推出 f (z2)− f (z1)仅包含在区间 [z1,z2]内的释放的工

作量。综上可推出 f (z2)− f (z1)≤ R(v,τHI)。

同理，可证明当 f (t) = rf (v,π̄)(t)时的情况。综上，引理得证。 �

5.3 加速比分析

本小节采用加速比指标[15]来评价近似响应时间分析方法RBF 和IBF 的性能。

定义 5.7 (加速比)：ሯӄঋ位䙕⦽ঋ༺⨼ಞᒩਦѣԱᝅ DRT㌱㔕 τ ⲺԱᝅ京޻

⛯v,ٽᇐެ㋴⺤Ⲻᴶᐤଃᓊᰬ䰪ѰRȾྸ᷒㔏ᇐⲺᯯ⌋M൞sك䙕⦽ঋ༺⨼ಞᒩਦѣ䇗

㇍ᗍࡦⲺᴶᐤଃᓊᴶᐤଃᓊᰬ䰪ᙱᱥ┗䏩уཝӄRθࡏᇐѿᯯ⌋MⲺࣖ䙕∊ѰsȾ

⢯ࡡⲺθྸ᷒ሯӄԱᝅቅӄsⲺࣖ䙕∊s′ ᙱ㜳ᢴࡦ⢯ᇐⲺ DRT㌱㔕 τ ѣⲺ᪮Ѡ京
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0 z1 r z2

rf(v,π̄)

×

×

if(v,π̄)
x

(a) rf (v,π̄)(t)和 itf (v,π̄)(t)

(a) rf (v,π̄)(t) and itf (v,π̄)(t)

0 r − z1 z2 − z1 y

rf(v,π̄′)

×

×

if(v,π̄′)
x

×

≤R

(b) rf (v,π̄ ′)(t)和 itf (v,π̄ ′)(t)
(b) rf (v,π̄ ′)(t) and itf (v,π̄ ′)(t)

图 5.7 引理5.6原理示意图
Fig. 5.7 Intuition of Lemma 5.6

⛯vθ㙂ֵ⭞ᯯ⌋M൞s′ك䙕⦽༺⨼ಞᒩਦ≸ᗍvⲺᴶᐤଃᓊᰬ䰪ཝӄެ൞ঋ位䙕⦽༺

⨼ಞрⲺ㋴⺤ᴶᐤଃᓊᰬ䰪θࣖࡏ䙕∊sᱥ㋴⺤ⲺȾ

在单位速率处理器平台上，如有一个作业需要执行e(v)时间，那么它在s倍速率

处理器平台上完成同样的工作量只需要e(v)/s的时间。因此在s倍速率处理器平台上

的需求函数和干涉函数可以被重新定义为：

rf s
π(t), max{es(π ′) | π ′为π的前缀，并且p(π ′)< t}

itf s
π(t), max{ees(π ′) | π ′为π的前缀，并且p(π ′)< t}

其中p(π),
l−1

∑
i=0

p(vi,vi+1)

es(π),
l

∑
i=0

e(vi)/s

ees(π),
l

∑
i=0

e(vi)/s+min(e(vl)/s,max(0, t− p(π)))

通过类似的方法，能够得到新的函数rf s
(v,π̄)(t)，rbf s

T (T )，rbf s
(v,τHI)(t)，itf s

(v,π̄)(t)，

ib f s
T (t)，ibf s

(v,τHI)(t)的定义。为了简化描述，当s = 1时将上述各函数中的上角标s省略

掉。

通过简单分析可以得到如下的关系：
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rf s
π(t) = rf π(t)/s

rf s
(v,π̄)(t) = rf (v,π̄)(t)/s

rbf s
T (t) = rbf T (t)/s

rbf s
(v,τHI)(t) = rbf (v,τHI)(t)/s

但是相对应的关系对于干涉（上界）族的函数却并不总是成立。在单位速率处理

平台中，该族函数仅在其图形中的水平分段区间上满足上述的关系。

引理 5.8：㔏ᇐ京⛯vф⢯ᇐ儎Վݾ㓝ᒨ⎿䐥ᖺ㓺ਾπ̄ ᙱᒨ⎿࠳ᮦitf (v,π̄)(t)θሯӄ

Աᝅуਥᗤ࠼ᡌ㘻┗䏩ditf (v,π̄)(x)/d(x) = 0Ⲻ⛯xδ൞࠳ᮦitf (v,π̄)(t)ᡶᴿ≪ᒩ࠼⇫॰䰪

Ⲻ⛯εθൽ┗䏩ྸсީ㌱φ޻

itf s
(v,π̄)(x) = itf (v,π̄)(x)/s (5.16)

通过分析函数itf s
(v,π̄)(t)的定义，引理5.8可以很容易地证明。这里省略详细的证

明。需要注意的是，类似的结论对于函数 itf s
π(t)，ibf s

T (t)，ibf s
(v,τHI)(t)同样成立。如

图5.9中所示，在区间[4,14]∪ [16,18]内的点均满足式 (5.16)的关系。

5.3.1 RBF 方法的加速比

本小节分析 RBF 具有精确的加速比2。下面将通过两个定理分别证明其正确性和

精确性。

定理 5.9：൞᷆࠼京⛯v൞儎Վݾ㓝ᒨ⎿Աࣗ㔉ਾτHI֒⭞сᴶᐤଃᓊᰬ䰪ᰬθRBF

ᯯ⌋Ⲻࣖ䙕∊Ѱ2Ⱦ

证明：令R = R(v,τHI)。该定理需要证明如果顶点v在单位速率处理器平台的最差

响应时间为R，则该顶点在2被速率处理器平台下使用 RBF 方法计算的最差响应时间

一定小于等于R。首先讨论如下命题，对于∀π̄ ∈Π(τHI)均满足

rf 2
(v,π̄)(R)≤ R (5.17)

如果式 (5.17)成立，则有

max
π̄∈Π(τHI)

{rf 2
(v,π̄)(R)≤ R},

再根据引理5.5可推出rbf 2
(v,τHI)(R) ≤ R,则引理得证。当rf (v,π̄)(R) ≤ R时，式 (5.17)显然

是成立的。接下来，主要讨论当rf (v,π̄)(R)> R的情况。令：

z2 , min
t>R
{t | rf (v,π̄)(t)≤ t}

z1 , max
t<R
{t | rf (v,π̄)(t)≤ t

∧
t为rf (v,π̄)(t)的上升点}
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（参考图5.7(a)中，对于当x = R时z1和z2定义的描述。）

从而，根据引理5.6可以推出

rf (v,π̄)(z2)− rf (v,π̄)(z1)≤ R

又因为rf (v,π̄)(z1)≤ z1 < R，可推出

rf (v,π̄)(z2)≤ 2 ·R (5.18)

因为R < z2，可以推出rf (v,π̄)(R)≤ rf (v,π̄)(z2)，结合式 (5.18)可知

rf (v,π̄)(R)≤ 2 ·R

将已知关系rf 2
(v,π̄)(R) = rf (v,π̄)(R)/2带入上边不等式，可得rf 2

(v,π̄)(R)≤ R。

综上，定理得证。 �

定理 5.10：RBF ᱥਠऻ੡њѠԱࣗⲺ㌱㔕Ⱦ׵Ⲻࣖ䙕∊уਥ㜳ቅӄ2θ঩⌊ᯯ᷆࠼

证明：证明该定理可通过证明如下充分条件：对于任意 ε ∈ (0,1)和对应的s =

2− ε，存在特定的包含两个任务的 DRT系统τ = {T1,T2}，其中一个顶点v在单位速率

处理器平台上的精确最差响应时间为r，但是v在s倍速率处理器平台上使用 RBF 方法

计算的最差响应时间大于r。可以通过下面的方法来构造这样的系统：

• 令r = ⌈2/ε⌉，和k = ⌈r/2⌉；

• 构造高优先级任务T1，令其包含k+1个顶点= {v1,v2, · · · ,vn}。对于每个顶点vi，

设置e(vi) = r− (i+1)，d(vi) = r− i。对于每个i ∈ [1,k]，添加边(vi,v0)来连接顶

点vi与v0，并设置p(vi,v0) = r− i；

• 构造只包含一个顶点v的低优先级任务T2，设置e(v) = 1和d(v) = r。

通过该方法构造的 DRT任务集合如图5.8所示。其中对于任务T1 的所有顶点均只

标注了其最差执行时间，而省略了相对截止期。根据τ 的设置很容易验证T1 的每个顶

点都是可调度的，而且其顶点相对截止期的设置对于T2 中顶点v的响应时间分析没有

任何影响。

v1

x− 2

v0

x− 1

v2

x− 3

vk

x− (k + 1)

x
− 1

x
−

2

x
−

k

T1

...

... v

< 1, x >

T2

图 5.8 证明 RBF精确加速比为 2的任务集合实例
Fig. 5.8 A task set of two tasks T1 and T2 showing the speedup factor 2 of RBF is tight.
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令πi 表示通过有向图G(T1)，且起始顶点为v1 的路径。容易验证在单位速率处理

器平台中，顶点v ∈ T1 在高优先级路径πi ∈ G(T1)干涉下的精确最差响应时间是r−1。

接下来讨论对于任意的时间点t ∈ [0,r]满足rbf s
(v,T1)

(t)> t。如果上述命题成立，则可推

出在s倍速率处理器平台中使用 RBF 方法分析顶点v的最差响应时间时，结果将严格

大于r，即定理得证。现在分别讨论t ∈ [0,r/2]和t ∈ (r/2,r]两种情况。

（1）t ∈ [0,r/2]。在这种情况下，可知rf (v,π0
(t) = (r−1)+1 = r，又因为t ≤ r/2，因

此可以推出rf v,π0
(t)> s · t。

（2）t ∈ (r/2,r]。在这种情况下，容易验证必然存在i∈ [1,k]满足t ∈ (r− i,r− i+1)。

考虑路径πi，由t > r− i可推出：

rf v,πi
(t) = e(vi)+ e(v0)+1

= 2 · r− i−1

= 2(r− i+1)+(i−1)−2

> 2 · (r− i+1)+(i−1)−2

= (2− ε) · (r− i+1)

= s · (r− i+1)

≥ s · t

综上分析，在两种情况下总是存在π ∈Π(Ti)满足rf (v,π)(t)> s · t。也即是说，可以

推出：

rbf s
(v,Ti

(t) = rbf (v,T1)
(t)/s

≥ rf (v,π)(t)/s

因此，对于任意t ∈ [0,r], 满足rbf s
(v,T1)

(t) > t。进而可以推出当s < 2 时，对于

图5.8中的任务集合，在s倍速率处理器平台上使用 RBF 方法计算的顶点v的最差响应

时间严格大于在单位速率处理器平台上的精确最差响应时间r。定理得证。 �

5.3.2 IBF 方法的加速比

首先需要说明的是，函数itf s
(v,π̄)(t)是 Lipschitz连续函数[17]，并且 Lipschitz常数

等于高优先级干涉任务的数量。

引理 5.11：㔏ᇐ京⛯vૂ儎Վݾ㓝ᒨ⎿Աࣗ䳼ਾτHIθެѣτHI ऻ੡kѠԱࣗᒬъᢝ

㺂൞sك䙕⦽༺⨼ಞᒩਦрȾԚ π̄ Ѱ䐥ᖺ㓺ਾ䳼ਾΠ(τHI)ѣⲺԱᝅж㓺䐥ᖺ㓺ਾθࡏሯ

ӄԱᝅx≥ y≥ 0ൽ┗䏩
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itf s
(v,π̄)(x)− itf s

(v,π̄)(y)≤ k · (x− y) (5.19)

证明：根据函数 itf s
(v,π̄)的定义可知

itf s
(v,π̄)(x)− itf s

(v,π̄)(y) = ∑
πiπ̄

(itf s
πi
(x)− itf s

πi
(y)) (5.20)

根据函数 itf s
π(t)的定义可知

itf s
πi
(x)− itf s

πi
(y)≤ x− y

也即是说，函数itf s
πi
(t)中所有倾斜分段的斜率最大为1，并且因为高优先级干涉任务

集τHI中包含k个任务，由此可推出：

∑
π∈π̄

(itf s
πi
(x)− itf s

πi
(y))≤ k · (x− y)

再根据式 (5.20)该引理得证。 �

需要注意的是，当提升系统处理器的速率s时，函数itf s
(v,π̄)(t)的 Lipschitz常数并

不会增加，而只是会减小倾斜分段的长度。如图5.9所示的实例描述了该性质。

定理 5.12：ሯӄԱᝅ京⛯vθֵ⭞ IBF ⎿㓝ԱࣗⲺᒨݾ൞ऻ੡kѠ儎Վެ᷆࠼⌊ᯯ

Աࣗ䳼ਾτHI֒⭞сⲺᴶᐤଃᓊᰬ䰪ᰬθࣖ䙕∊Ѱ

1+

√
k2− k

k

证明：令R = R(v,τHI)。本定理需要证明如果在单位速率处理器平台中顶点v的精

确最差响应时间为R，那么对于s≥ 1+
√

k2−k
k ，在s倍速率处理器平台中使用 IBF 方法

计算的最差响应时间不大于R。接下来，首先分析命题：对于任意高优先级路径组合

π̄ ∈ π(τHI)，满足

itf s
(v,π̄)(R)≤ R (5.21)

如果式 (5.21)成立，则可推出

max
π̄∈π(τHI)

{itf s
(v,π̄)(R)} ≤ R

在根据引理5.5可推出ibf s
(v,τHI)(R)≤ R，即该定理得证。

当itf (v,π̄)(R)≤ R时，式 (5.21)显然是成立的。接下来，将集中讨论当itf (v,π̄)(R)> R

时的情况。令：

z2 , min
t>R
{t | itf (v,π̄)(t)≤ t}

z1 , max
t<R
{t | itf (v,π̄)(t)≤ t

∧
t为itf (v,π̄)(t)的上升点}

（参考图5.7(a)中，对于当x = R时z1和z2定义的描述。）

根据引理5.6可推出
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if2
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图 5.9 itf 2
(v,π̄)(t)和 itf (v,π̄)(t)

Fig. 5.9 itf 2
(v,π̄)(t) and itf (v,π̄)(t)

itf (v,π̄)(z2)− itf (v,π̄)(z1)≤ R (5.22)

令x = itf (v,π̄)(z1)/R，并分别讨论x≥ k·s−s
k·s−1 和x≤ k·s−s

k·s−1 两种情况：（1）x≥ k·s−s
k·s−1。根

据引理5.11可推出

itf s
(v,π̄)(R)− itf s

(v,π̄)(z1)≤ k · (R− z1) (5.23)

根据z1的定义可知，z1是函数itf (v,π̄)(t)水平分段上的点，因此根据引理5.8和itf (v,π̄)(z1)≤

z1可推出

itf s
(v,π̄)(z1) = itf (v,π̄)(z1)/s≤ z1/s (5.24)

结合式 (5.23)和式 (5.24)可推出

itf s
(v,π̄)(R)≤ z1/s+ k · (R− z1) (5.25)

另外，

x≥ (k · s− s)/(k · s−1)

⇒x/s+ k · (1− x)−1≤ 0

⇒itf (v,π̄)(z1)/s+ k · (R− itf (v,π̄)(z1))≤ R

⇒k ·R− itf (v,π̄)(z1) · (k−1/s)

又因为itf (v,π̄)(z1)≤ z1，s > 1和k ≥ 1可推出

k ·R− z1 · (k−1/s)≤ R

将上式带入式 (5.24)，整理可得

itf s
(v,π̄)(R)≤ R
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（2）x < k·s−s
k·s−1。由命题假设可知：

s≥ 1+

√
k2− k

k

⇒k · s2−2k · s+1≥ 0

⇒s≥ 1+
k · s− s
k · s−1

与不等式x < k·s−s
k·s−1 联立可推出

s≥ 1+ x⇒R≥ (R+ itf (v,π̄)(z1))/s

再根据式 (5.22)可推出R ≥ itf (v,π̄)(z2)/s。另外，根据z2 的定义可知z2 是函数itf (v,π̄)(t)

某一水平分段上的点，因此，根据引理5.8可推出itf s
(v,π̄)(z2) = itf (v,π̄)(z2)/s。综上，可

得itf s
(v,π̄)(z2)≤ R,又因为R < z2可推出

itf s
(v,π̄)(R)≤ R

综上分析，在两种情况下均满足itf s
(v,π̄)(R) ≤ R。因为π̄ 是从所有路径组合集合中

任意选择的一组组合，因此

max
π̄∈Π(τHI)

{itf s
(v,π̄)(R)} ≤ R。

根据引理5.5可推出ibf s
(v,τHI)(R) ≤ R。从而在s倍速率处理器平台上 IBF 方法计算

的最差响应时间不大于R。引理得证。 �

特别的，当k = 1时，有1+
√

k2−k
k = 1。也即是说，对于高优先级干涉任务集合中

任务数量为1的情况，IBF 方法的加速比为1。这也得出如下推论：

推论 5.13：ሯӄਠᴿњѠԱࣗⲺ DRT㌱㔕θֵ⭞ IBF 京⛯Ⲻᴶᐤଃᓊ᷆࠼⌊ᯯ

ᰬ䰪ᱥ㋴⺤ⲺȾ

如图5.10所示，IBF 方法的加速比是随任务高优先级干涉任务个数k的单调递增

函数。由该性质可知 IBF 方法的悲观性会随着系统中任务数量的递增而增加。这是因

为总干涉（上界）函数在较大k值的情况下会在倾斜分段具有较大的斜率。而当k趋

近于正无穷时，1+
√

k2−k
k 的取值趋近于2，等于 RBF 方法的加速比。这也对应了当系

统中无穷多个任务同时释放作业时，函数ibf (v,τHI)(t)对应的累积工作量倾斜分段将垂

直于x轴。然而，在不同任务的干涉上界函数ibf T (t)不完全在同一时刻递增的情况下，

总需求上界函数ibf (v,τHI)(t)的最大斜率将小于干涉任务的数量。通过对定理5.12的进一

步观察可以发现，IBF 方法的悲观程度事实上取决于总干涉函数ibf (v,τHI)(t)的最大倾

斜分段的斜率。只要满足总干涉函数ibf (v,τHI)(t)的 Lipschitz常数为1则 IBF 方法的结

果就是精确的，而与系统中的任务数量无关。
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√
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图 5.10 不同 k值对应的 IBF加速比取值
Fig. 5.10 The values of 1+

√
k2−k
k for different k

5.4 实验结果与分析

本节使用随机生成的实时任务集合来进行模拟实验，并评价本章讨论的两种近似

响应时间分析方法 RBF 和 IBF ,另外还将这两种方法与文献 [18]中提出的精确分析方

法（EXACT）进行任务集合可调度性接受率和时间效率等方面的比较。

本节定义有向图 G(T )中一个环的利用率为该环经过所有顶点的最差执行时间之

和与该环经过所有边上释放时间间隔之和的比值。定义一个实时任务 T 的利用率为其

对应有向图 G(T )所有环的利用率的最大值。定义实时任务集合的利用率为其中所有

任务利用率之和。

5.4.1 随机任务集合生成方法

在生成随机任务时，首先生成一个在区间[7,5]内的随机数作为任务中顶点的个

数。对于每个顶点，在区间[1,6]内选择一个随机数作为其出度。任务对应有向图中的

边都是在满足各个顶点出度设置约束下随机添加的，但需要注意的是本节中的随机任

务生成算法会保证有向图是强联通的。

另外每个顶点还会被分配一组从预先定义的不同类型中随机选择的配置参数。对

于每一个预先定义的顶点类型，配置参数均包含该顶点标注的最差执行时间范围，和

以该顶点为起始点的边上标注的最小释放间隔的范围。

对于每个顶点 v,所有从该顶点起始的边对于的e(v)和 p(v,u)的取值都从它们分别

对于的范围内随机选择，而d(v)被设置为所有外出边(v,u)中p(v,u)的最小取值。

生成随机任务集合的过程如下：首先，构建由两个随机生成的任务组成的任务集

合，并进行实验评价。接下来向上一步生成的任务集合中添加一个新生成的随机任务

并进行实验评价，知道任务集合的总体利用率超过1时结束迭代。然后重新构建一个

有两个随机任务组成的集合，并按照上述方法继续迭代。不断重复上述过程，直至生

成并评价了足够数量的任务集合时算法结束。
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5.4.2 实验结果分析
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图 5.11 不同任务集利用率下的算法可调度比率
Fig. 5.11 Acceptance ratio with different total utilizations

图5.11展示了算法 EXACT , RBF 和 IBF 在不同任务集合总体利用率下的可调度性

比率（接受率）。图5.11的x轴表示任务集合的总体利用率，y轴表示算法的接受率。

图中的每个点表示在x轴标示的总体利用率范围内的所有随机任务集合样本中，能够

被该点对应算法运行时调度的任务集合数量占样本总量的百分比。图5.11中结果来源

的实验使用了两种类型的顶点，具体的类型参数设置如下：

类型 1: e(v) ∈ [1,6] and p(v,u) ∈ [20,100]。

类型 2: e(v) ∈ [7,9] and p(v,u) ∈ [101,300]。

图5.12展示了随机任务集合随其包含任务数量变化而导致的不同算法下接受率变

化趋势。对于该次实验，仅使用了一种顶点类型p(v,u) ∈ [50,300]和e(v) ∈ [1,x]。但需

要注意的是，对于每个任务，通过调节x的取值，能够调节每个任务的利用率范围，

进而控制任务集合中的任务数量。本次实验评测的任务数量，及对应的随机任务顶点

最差执行时间上界x取值设置如表5.1所示。本次实验对于每个目标任务数量取值，都

表 5.1 生成不同数量任务的任务集合对应的不同 e(v)值上界随机参数

Table 5.1 Different upper bounds of e(v) to generate task sets with different number of tasks

number of tasks 2 3 4 5 6 7 8

x 33 20 15 12 10 8 7
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图 5.12 不同任务集任务数量下的算法可调度比率
Fig. 5.12 Acceptance ratio with different number of tasks

会从总体利用率在特定范围内的随机任务集合中，选择符合任务数量约束的样本进行

评测。实验参数选择的目的是将EXACT 算法对于不同任务数量的随机任务集合样本，

都能够保持80%左右的稳定接受率。观察图5.12可以发现当任务集合包含更少数量任

务时，IBF 相对与RBF 的优势更为突出。特别的，对于只有两个任务的系统，IBF 与

精确方法EXACT 的判断结果是等效的。这些评价实验的结果与小节5.3中使用加速比

进行理论分析的结果是一致的。

本小节将对 RBF，IBF 和EXACT 三种响应时间分析方法的时间效率进行实验比

较分析。实验使用基于 Python的算法实现程序，并在一台配置 Intel Core i7-2600 CPU

（3.40GH）处理器的台式电脑上执行实验程序。实验结果表明IBF 与RBF 在进行响应

时间分析时的时间效率是十分接近的，并远远好于精确算法EXACT 的效率。在所有

的实验中，RBF与 IBF方法的执行时间通常不超过 1秒，而最多也不超过 4秒。但是

精确算法 EXACT的执行时间十分不稳定。对于有些任务集合其效率很高（与 RBF和

IBF接近），但对于很多的任务集合其执行时间为 RBF和 IBF方法的上千倍。而其中

还有相当一部分任务集合，EXACT算在数小时内仍然不能结束。综上，RBF和 IBF

分析方法相对 EXACT方法在时间效率时的提升是极其显著的。

5.5 小结

本章使用两种近似的响应时间分析方法来判定实时任务有向图模型的可调度性，

并通过分析各自的加速比来对两种方法进行了有效性的比较。第一种近似分析方法
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RBF的精确加速比为 2，即便对于仅仅包含两个任务的系统也是如此。第二种近似分

析方法 IBF的加速比为 1+
√

k2−k
k ，其中 k为分析某特定任务时优先级较之更高的干

涉任务的数量。特别的，当 k=1时，IBF方法的加速为 1，也即是说该方法对于仅包

含两个任务的系统的分析结果是精确的。另一方面，当 k值趋近于正无穷时，IBF方

法的加速比收敛于 2.

本章还通过基于随机生成任务集合的模拟实验评价了 RBF与 IBF两种方法的精

确性和运行时效率。实验结果表明，本章提出的近似分析方法能够得到非常高的运行

时效率，并且仅损失了很小的精度。同时也验证了关于加速比的理论分析结果。

本章的分析都是建立在所有作业都具有限制性截止期的假设之上。在未来工作中

将扩展此分析方法和加速比性质到允许顶点的截止期大于边上标注的最小释放时间间

隔的系统中。
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第 6章 基于 DRT模型的优化可调度性算法

如上一章的介绍，传统的周期性重复执行任务 [7] 的模型并不能很好的描述

复杂的现代实时嵌入式系统。近年来更具表达能力的基于图的实时任务模型 [10–

12, 19, 121]研究成为了热点之一。这些基于图的模型能够精确的描述复杂计算模型的

时间约束，比如有限自动机模型（FSM，Finite State Machines）[139–141]。而 FSM已

经被包含到常见的建模与代码合成工具（比如 Simulink Stateflow [142]）中。

实时嵌入式系统设计者在设计阶段必须保证系统的可调度性，即在任何的系统行

为下都能满足运行时的时间约束。而复杂结构的实时系统通常会在某些短时间区间

内，会产生释放工作量大于平均情况的工作量突发行为。因此即便长期的资源供给能

够满足所有释放工作量的需求，但在工作量突发行为下系统仍然可能违反时间约束。

为了提高基于静态优先级的实时任务有向图系统的可调度性，本章提出了针对任

务有向图的整形算法。通过该方法能使得整形后的有向图释放的工作量更加的均匀，

从而在一定程度上避免工作量突发的问题，或降低其影响。该整形算法的核心步骤是

为图中特定顶点添加一个作业释放时间延迟变量，从而调整与图中相关顶点和边上的

参数。通过相关参数的调整，整形后的新图能够保留原图中每个顶点的原始时间约束

信息。因此如果系统能够满足新图中规定的时间约束，亦能满足原始图中的时间约

束。以达到按调整后有向图约束的行为满足原始有向图中时间约束的目的。

延迟某个顶点上作业的释放时间后，可能使得一些特定路径上的工作量释放更加

均匀，但同时也会导致另一些路径上的工作量突发问题更为严重。然而由一个 DRT

任务（根据图中的遍历路径）可能释放的不同运行时作业序列数量随时间长度呈指数

级增长。因此通过枚举所有可能路径的方式来评价整形操作对于系统可调度性的影

响，从时间复杂度的角度来看是不可行的。

本章提出了一种高效率的整形算法，尝试对不可调度的 DRT任务系统进行提升

可调度性的整形操作。本章提出的方法通过对 DRT任务有向图中的每个顶点依次进

行整形操作，并调整与被整形顶点相关联的边上参数取值。通过发掘任务图中的一些

性质和进行合理的抽象，使得算法能够快速并且有效的完成整形操作。

本章的主要工作基于Digraph Real-Time (DRT) task model [19]进行描述。由于DRT

模型为大多数已有基于图的实时任务模型（如 GMF [12]，RRT [10]，和 ncRRT [11]）

的泛化模型，因此本章的所有结论同样可以直接应用到这些约束性更强的模型中。
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6.1 问题模型

本章使用和上一章中类似的实时任务有向图模型。一个实时任务集合 τ 由 N

个相互独立的实时任务 {T1,T2, · · · ,Tn}构成。一个实时任务 T 被表述为一个有向图

G(T ) = (V (T ),E(T ))，其中 V (T )表示图中所有顶点构成的集合，E(T )表示所有边的

集合。每个顶点 v ∈V (T )由二元组 ⟨e(v),d(V )⟩来标注。每条有向边 (u,v) ∈ E(T )均由

p(u,v) ∈ N来标注。需要注意的是，在本章研究的模型中，参数 e(v),d(V ), p(u,v)的取

值均被定义为非负整数。

本章使用 Prod(v)和 Succ(v)分别表示顶点 v的所有前驱顶点和所有后继顶点构成

的集合。另外还定义 Prod−(v) , Prod(v) \ {v}和 Succ−(v) , Succ(v) \ {v}分别表示前

驱顶点集合和后继顶点集合与顶点 v自身构成单元素集合的差集。

6.2 任务有向图整形的基本思想

接下来本节将介绍本章提出的 DRT任务有向图整形方法的基本思想。即是说，

如何通过整形操作来减少整形任务对较低优先级任务的干涉，从而达到提升系统可调

度性的目的。

首先考虑如图6.2-(a)所示的 DRT任务，和一个对应路径 π = (v2,v3,v2,v3, · · ·)的

特定作业序列（如图6.2-(c)所示）。如果令顶点 v3 总是延迟 1个时间单位释放新的作

业（比如将 v3 新释放作业休眠 1个时间单位再进行调度），那么调整后作业序列的行

为如图6.2-(d)所示。调整后作业序列的累积工作量变得更为“均匀”，而这对于低优先

级任务的可调度性可能提供潜在的益处。

上述对于如图6.2-(a)所示 DRT任务的调整，等效于将该任务整形为如图6.2-(b)所

示的任务。通过对顶点 v3 的调整，使得边 (v2,v3)标示的释放间隔增加了一个时间单

图 6.1 包含 5种不同类型作业的 DRT任务实例
Fig. 6.1 An example task containing five different jobs
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(a) 原始 DRT任务
(a) original DRT task

(b) 整形后 DRT任务
(b) new DRT task

(c) 原始 DRT任务释放的作业序列
(c) job sequence from the original task

(d) 整形后 DRT任务释放的作业序列
(d) job sequence from the new task
图 6.2 DRT任务整形操作实例

Fig. 6.2 Illustration of DRT task transformation

位。由于 v3仍然需要满足其原始的相对截止期约束，因此该顶点被延迟释放的作业与

其绝对截止期之间的距离应当被减小一个时间单位。而对于所有从以 v3 为起始点的

边所标注的释放时间间隔都应当被减小一个时间单位，以满足原始的作业释放间隔约

束条件。

接下来，本小节将介绍上述 DRT系统任务有向图整形的形式化描述。首先，为

每个有向图中的顶点 v引入一个新的非负参数释放延迟 δ (v)。对于每个被整形的顶

点 v，每条以该顶点为终止点的边上标记的释放时间间隔将被增加 δ (v)，而该顶点对

应的相对截止期 d(v)和每条以该顶点为起始点的边上标记的释放时间间隔将被减小

δ (v)。特别地，对于同一顶点 v为起始点和终止点的边，在分别经过增加和减小 δ (v)

操作后，其标记的释放时间间隔维持原有值不变。为了区分释放时间间隔和相对截止

期这两个参数在整形操作前后的变化，本节引入如下的标记定义
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定义 6.1：ᇐѿ᮪ᖘ੄Ⲻ䠀᭴ᰬ䰪䰪䳊Ѱ

pp(u,v), p(u,v)−δ (u)+δ (v) (6.1)

ᶛ㺞⽰᮪ᖘ੄Ԅ京⛯ u䠀᭴֒ѐࡦ京⛯ v䠀᭴֒ѐⲺᴶቅᰬ䰪䰪䳊Ⱦᇐѿ᮪ᖘ੄Ⲻ⴮

ሯᡠ↘ᵕѰ

dd(v), d(v)−δ (v) (6.2)

ᶛ㺞⽰ഖ京⛯ v᮪ᖘ੄Ⲻ䠀᭴ᰬ䰪ᔬ䘕㙂䈹᮪Ⲻ⴮ሯᡠ↘ᵕȾ

有向图整形操作的目标是为每个任务的每个顶点 v分配一个合适的 δ (v)值，使得

初始状态不能被调度的任务结合变得可调度。

接下来，本小节将说明为什么即便对于近包含三个简单 DRT 任务（P(T1) <

P(T2)< P(T3)）的小任务集合，整形问题也不是一个简单可解的问题。

（1）考虑如图6.2-(a)所示的原始状态任务集合与一组作业序列。

所有任务均在 0时刻同时释放各种的第一个运行时作业，分别对应顶点 v1,v2,v5

。然后 v3 在 2 时刻释放一个运行时作业。在区间 [0,3) 内累积的工作量综合为

e(v1)+ e(v2)+ e(v5)+ e(v3) = 4，大于顶点 v5 的相对截止期 d(v5) = 3，v5 释放作业将

在 3时刻错失截止期。因此，如图6.2所示的 DRT任务集合 τ 在其给定的优先级次序

下，不可能被静态优先级调度算法调度。

（2）将任务 T2按照如图6.2-(b)所示进行整形。

尝试设置 δ (v3) = 1，即将顶点 v3 释放的所有作业的释放时间延迟 1个时间单位。

顶点 v3 整形操作相关联的有向图参数需要遵从定义6.1的定义进行更新计算。相关联

的参数包括顶点 v3 的相对截止期，以及与顶点 v3 相连接的所有边上标记的释放时间

间隔。通过该整形操作，由路径 (v2,v3, · · ·)释放的工作量分布的更为 “均匀”。该路径

在 [0,3)区间内释放的总工作量为 e(v1)+ e(v2)+ e(v5) = 3，因此顶点 v5 释放的作业可

以在其截止期 3之前完成执行。另一方面，尽管顶点 v3 对应的相对截止期被减小了 1

个时间单位，但是由于 e(v1)+ e(v3) = 2 = dd(v3)，因此该顶点释放的作业依然可以被

成功调度。

（3）将任务 T2按照如图6.2-(c)所示进行整形。

如果设置 δ (v3) = 2，将导致 pp(v2,v3) = pp(v3,v2)。由顶点 v2和 v3释放的工作量

比之前的情况更为“光滑”。但是，由此过于激进的整形导致顶点 v3自身的相对截止期

过短（dd(v3) = 3−2 = 1），并导致顶点 v3 自身释放作业变为不可调度。另外，设置

δ (v3) = 2不仅造成 v3释放作业不可调度，同时也导致了任务 T3的顶点 v5释放作业将

错失截止期。如图6.2-(c)所示，设置 δ (v3) = 2尽管能够使顶点 v2 和 v3 释放的工作量
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(a) δ (v3) = 0（原始任务），v5 错失截止期

(a) δ (v3) = 0 (original task), v5 misses its deadline

(b) δ (v3) = 1，没有作业错失截止期

(b) δ (v3) = 1, no deadline miss

(c) δ (v3) = 2，v3 和 v5 错失截止期

(c) δ (v3) = 2, v3 and v5 miss their deadlines

图 6.3 设置 δ (v3)为不同取值时任务的可调度性实例

Fig. 6.3 Schedulability with different values of δ (v3)
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分布的更为“光滑”，但同时也使得另一条路径 (v3,v4,v2, · · ·)释放工作量的分布更为集

中，并导致顶点 v5释放的作业变为不可调度。

上述的例子演示了延迟某个顶点 v的释放时间可能会对系统的可调度性产生正面

和负面的双重影响：

• 正面的影响，主要表现在使得某些通过任务有向图的路径释放的工作量分布更

为平均，并能够潜在的提高低优先级任务的可调度性。

• 负面的影响，表现在使得另一些通过有向图的路径释放的工作量变得更为集

中，并对低优先级任务的调度产生不利的影响。

• 负面的影响，还表现在缩短了顶点 v自身的相对截止期，并使得其释放的作业

更能被调度。

对于较为复杂的任务有向图，很难判断将某一顶点设置特定大小释放延迟是否有

利于提升系统的可调度，抑或降低系统的可调度性。而评估对于多个顶点分别设置不

同释放延迟 δ (v)对系统可调度性的影响时，问题变得更为复杂。一般来讲，判断是否

存在一组每个顶点 δ (v)的参数设置，使得系统可调度的问题的时间复杂度是强反 NP

难的。一个简单的方法是通过枚举所有顶点以及顶点的 δ (v)不同取值的所有可能组

合，并检查每一种参数组合设置下的系统可调度性。显然这种简单方面在计算复杂度

层面上是不可行的。本章研究的目标是设计一种高效的技术，能够有效地对任务有向

图进行整形，进而提高系统的可调度性。需要注意的是，本章提出的技术并不保证找

到对每个顶点设置最优 δ (v)取值，而是侧重于快速地找到高质量的结果，使得原本不

可调度的任务集合中显著的一部分能够变得可调度。

6.3 高效整形算法

6.3.1 算法概述

整形过程中需要反复的分析系统的可调度性（显式的或隐式的），来保证整形过

程是向着有利于系统可调度性的方向推进。由于精确的 DRT任务集合固定优先级可

调度性判定方法的时间复杂度已经非常不可接受，因此在整形过程中反复使用精确可

调度性判定方法的时间开销是更加不可接受的。

取而代之的是，本章使用抽象化的需求上界函数 rbf T (t)，来更有效率地执行充分

的可调度性判定。小节6.3.2将介绍需求上界函数的定义，以及高效的计算方法。直观

上来看，需求上界函数 rbf T (t)限定住了 DRT任务 T 在任意时间间隔 t 内对低优先级

任务总称干涉的最大值。

本章提出的算法以优先级从高到低的顺序依次为每个任务分别进行整形操作，也
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即是说，拥有最小取值的任务第一个进行整形。P 整形操作的目标为，对于每个整形

任务，尽可能多的减小其对低优先级任务的干涉，并同时避免自身变得不可调度。如

果整形过程返回 true，则表示整形后的任务集合是可调度的。但是，当整形过程返回

false时并不表示整形后的任务集合不可调度，而仅表示其没有通过基于需求上界函数

的可调度性判定充分非必要条件的可调度性检验。因此在此情况下，本章提出的算法

需要再次通过文献 [138]中提出的可调度性精确分析方法来最终判定整形后的任务集

合是否可调度。

图6.4展示了本章提出整形算法的伪代码描述。在原始的 DRT任务集合 τ 中，每

个任务顶点的释放延迟 δ (v)初始时均被设置为 0。整形操作从 DRT任务的优先级从

高到低的顺序依次执行。对于当前整形任务的每个顶点 v，算法首先计算一个 v顶点

自身的释放延迟上界 ∆slf。算法可以保证，当顶点 v实际被分配的释放延迟 δ (v)不大

于 ∆slf 时，该顶点能够保持其原有的可调度性。∆slf 通过算法 Sl f_Bound 来计算。算

法 Sl f_Bound 需要利用顶点 v自身的信息，还需要知道所有更高优先级任务各种的需

求函数。在小节6.3.3将相信介绍算法 Sl f_Bound。如果某顶点计算得到的 Sl f_Bound

是一个负值，则表明顶点 v自身可能不能被调度（比较悲观的判断），而算法不会对

这样的顶点进行整形操作。

如果某顶点计算得到的 Sl f_Bound 是一个大于 0的值 ∆slf，那么算法可以确保在

将顶点 v的释放延迟设置任意不大于 ∆slf 时间单位的值时，顶点 v释放的作业仍能够

满足自身的截止期约束。然后，算法将通过过程 It f_Bound 来计算顶点参数 δ (v)的

另一个上界 ∆itf，来尽可能的降低对低优先级任务的干涉。小节6.3.4将详细介绍过程

It f_Bound。最终，算法将选择上述顶点 v的两个上界中较小的一个赋予 δ (v)，并进一

步调整与顶点 v相关的其他参数。在计算完任务 T 所有所有顶点的释放延迟之后，算

法会计算该任务的干涉函数，以用于低优先级任务整形操作的计算。最后，如果算法

能够成功的为所有任务的所有顶点分配一个非负的释放间隔 δ (V )值，那么整形后的

DRT任务集合能够保证被调度。

接下来，本章首先介绍需求上界函数 rbf T (t) 的形式化定义。并分别在小

节6.3.2中介绍其高效的计算方法，在小节6.3.3介绍过程 Sl f_Bound，在6.3.4介绍过

程 It f_Bound。

6.3.2 需求上界函数 rb fT

本小节首先定义通过一个 DRT任务有向图的特定路径的需求函数:

定义 6.2 (特定路径的需求函数)：㔏ᇐжѠ DRTԱࣗ Tθሯӄжᶗ䙐䗽ᴿੇഴ
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Transform(τ)

1: result← true
2: ∀v ∈ τ : δ (v)← 0
3: for each T ∈ τ in increasing order of P(T ) do
4: for each v ∈ G(T ) do
5: ∆slf = Sl f_Bound(v,{rbf T ′ |P(T ′)< P(T )})
6: if ∆slf ≥ 0 then
7: ∆itf = It f_Bound(v,∆sl f )

8: δ (v)←min(∆slf ,∆itf )

9: else
10: f ailure← false
11: end if
12: end for
13: Compute rbf T

14: end for
15: return result

图 6.4 整形算法的伪代码描述
Fig. 6.4 Pseudo-code of the Transformation Algorithm.

G(T )Ⲻ䐥ᖺ π = (v0, · · · ,vl)θᇐѿެ䴶≸࠳ᮦ rf π Ѱ:

rfπ(t), max
{

e(π ′) | π ′ is pre f ix o f π and p(π ′)< t
}

where e(π),
l

∑
i=0

e(vi) and p(π),
l−1

∑
i=0

pp(vi,vi+1)Ⱦ

rf π(t)为对于自变量 t 非递减的阶梯函数。其中每个水平分段为左开右闭，特别

定义 rf π(0) = 0。

定义 6.3 (需求上界函数)：㔏ᇐжѠ䐥ᖺ䳼ਾ S = {π1, · · · ,πn}θᇐѿ䈛䳼ਾ䐥ᖺⲺ

䴶≸р⮂࠳ᮦ rbf S Ѱφ

rbf S(t), max
πi∈S

{
rf πi

(t)
}
.

⢯ࡡⲺθ㔏ᇐжѠ DRTԱࣗ Tθᇐѿ䈛Աࣗሯᓊᴿੇഴѣᡶᴿਥ㜳䐥ᖺⲺ䴶≸р⮂࠳

ᮦ rbfT Ѱφ

rbf T (t), max
π∈G(T )

{rf π(t)} .

需求上界函数同样也是阶梯函数，并且拥有和需求函数类似的性质。

由于有向图 G(T )随路径长度增加其路径数量呈指数级爆炸性增长，通过枚举每

条具体路径来计算需求上界函数的方法在计算复杂度层面上是不可行的。文献 [19]中

提出了一种动态规划的技术，能够在伪多项式时间内解决该问题。此技术的主要思想

是在路径遍历过程中，使用抽象方法来压缩需要记录的已遍历路径信息。伪多项式时
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间复杂度的计算 rbf T (t)的算法伪代码如图6.5所示。其中，⟨e,r,u⟩ :是一个用于抽象表

达已遍历路径信息的三元组：u表示当前遍历路径的最后一个顶点，r表示当前路径

上最后顶点 u的最近一次释放时间，e表示在时刻 r之前当前路径上所累积的工作量

之和。RFk 表示已遍历过的包含 k个顶点的路径 π 的集合，并且满足 len(π) ≤ t，其中

len(π) for a path π = {v1,v2, · · · ,vn}被定义为：len(π) = ∑n−1
i=1 p(vi,vi+1)。

CalculateRBF(T, t)

1: RF0←{⟨0,0,vi⟩|vi vertex of G(T )}
2: for k = 1 to t do
3: RFk← /0
4: for each ⟨e,r,u⟩ ∈ RFk−1 do
5: for each edges(u,v) in G(T ) do
6: e′← e+ e(u)

7: r′← r+ pp(u,v)

8: if r′ ≤ t then
9: RFk← RFk∪{⟨e′,r′,v⟩}
10: end if
11: end for
12: end for
13: end for
14: return max{e+ e(v)|⟨e,r,v⟩ ∈

∪
k≤t RFk}

图 6.5 计算需求上界函数 rbf T (t)算法伪代码

Fig. 6.5 An algorithm for computing rbf T (t)

6.3.3 Sl f_Bound()过程

Sl f_Bound()过程的主要思想是根据已整形高优先级任务集合的信息，快速计算

出顶点 v的一个响应时间上界 Rv。然后通过 d(v)−Rv来计算出保证顶点 v不错失自身

截止的一个安全的释放延迟上界。算法的正确性参考下面的引理。

引理 6.1：㔏ᇐ DRTԱࣗ T ൞䇴㖤䠀᭴ᔬ䘕 δ (v)੄ԃ❬ਥ䈹ᓜⲺжѠ࠼ݻᶗԬ

ᱥ┗䏩 δ (v)≤ d(v)−Rvθެѣ

Rv , min

{
t

∣∣∣∣∣e(v)+ ∑
P(T ′)<P(T )

rbf T ′(t)≤ t

}
(6.3)

证明：该引理通过反证法来证明。假设存在由顶点 v在 t 时刻释放的一个作业，

在延迟 δ (v)时间单位释放后于 td时刻错失其截止期。因此 td−tr = dd(v) = d(v)−δ (v)。

令 H(T )表示比任务 T 优先级更高的任务组成的集合。在使用静态优先级算法调度

DRT任务集合时，文献 [123]证明了所有任务同步释放首个作业的情况将导致关键时

刻（critical instant）[7]。也即是说，如果存在一个作业序列，其中的一个作业 v会错
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失截止期，那么一定可以构造一个所有 H(T )中的任务都同时在 tr 时刻释放作业的序

列造成该作业错失截止期。因此，不是一般性地假设在上述方法构造作业序列中，集

合 H(T )中的每个任务在 tr 时刻释放第一个作业，并使用 πT ′ 来表示作业序列中由任

务 T ′ ∈ H(T )释放的所有作业构成的子序列对应的通过有向图 G(T ′)的并在区间 [tr, td]

内路径。

因为顶点 v释放的作业错失了截止期，因此对于任意时刻 t1 ∈ [tr, td]，必然有属

于集合 H(T )或任务 T 自身释放的作业处于执行完成的状态。所以可以得到对于任意

t ∈ [0,d(v)−δ (v)]，满足

e(v)+ ∑
T ′∈H(T )

rf πT ′ (t)> t

根据需求上界函数的定义（定义6.3），可知 ∀t : rf πT ′ (t)≤ rbf T ′(t)。因此上式可以

重新表达为

e(v)+ ∑
T ′∈H(T )

rbf T ′(t)> t

又因为 δ (v)≤ d(v)−Rv，上述不等式可推出

e(v)+ ∑
T ′∈H(T )

rbf πT ′ (Rv)> Rv

上式与式 (6.3)相矛盾。引理得证。 �

因为只需要检查 [e(v),d(v)]区间内响应时间，因此 Rv 的计算可以在伪多项式时

间内完成。如果 Rv超出了 [e(v),d(v)]的范围，那么 Sl f_Bound 将返回一个负值。这表

示顶点 v释放的作业即便设置 δ (v) = 0也不能够被调度（充分非必要条件检测），而

图6.4所示的算法也不会对这类顶点进行后续的释放延迟时间计算。文献 [143]中提出

的使用固定点（fixed-point）迭代技术来计算标准实时任务响应时间的方法可以应用

到提升计算 Rv效率的后续工作中。

通过引理6.1可以容易的总结出如下的定理：

定理 6.2：㔏ᇐ DRT Աࣗ䳼ਾ τθྸ᷒ྸ 6.4 ᡶ⽰ⲺԱࣗᴿੇഴ᮪ᖘ㇍⌋䘊ഔ

trueθ䛙Ѿ᮪ᖘ੄Ⲻ DRTԱࣗ䳼ਾ τ жᇐᱥਥ䈹ᓜⲺȾ

由于整形算法中并没有使用精确的可调度性分析方法，因此当整形算法返回

false时，并不表示整形后的 DRT任务集合一定不可调度。在这种情况下，算法将对所

有任务整形完毕后的任务集合使用文献 [138]中介绍的精确分析方法来最终判定其可

调度性。
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6.3.4 It f_Bound()过程

如果将 δ (v)设置任何不大于上节中介绍的 Sl f_Bound()过程计算得到上界值，则

能够保证顶点 v保持其自身的原始可调度性。但是，正如小节6.3.3中的讨论，对于

δ (v)如何取值才能使得更低优先级任务的调度更加有利的问题，仍然不明确。在本小

节，将介绍 It f_Bound()过程，从有利于低优先级任务调度的角度计算 δ (v)的合适取

值。It f_Bound()返回的上界值并不一定是最优的，但是在大多数情况下能够显著地

提高低优先级任务的可调度性。

大致而言，It f_Bound()过程的目标是寻找一个合适的 δ (v)取值，使之能够尽可

能多地减小需求上界函数 rbf T (t)。确切地讲，该过程之考虑在与低优先级任务的调

度相关的时间 t 值范围内考虑 rbf T (t)返回值的变化。计算这样的相关时间 t 的上界的

一个直接方法是搜索所有低优先级任务顶点的最长相对截止期。而事实上，并不需要

考虑所有低优先级顶点的相对截止期，而仅需考虑那些调度更困难的顶点即可。接下

来，本节将基于顶点支配的概念来给出调度困难的形式化定义：

定义 6.4 (顶点支配)：ሯӄ DRTԱࣗ T ሯᓊᴿੇഴ G(T )ѣⲺњѠ京⛯ vૂ v′θྸ

᷒ v᭥䞃 v′δ䇦֒ v < v′εθ䛙ѾሯӄсࡍњѠᶗԬᗻ亱┗䏩ެѣ㠩ቇжѠφ

e(v)≥ e(v′) ∧ dd(v)− e(v)≤ dd(v′)− e(v′) (6.4)⌈
e(v′)/e(v)

⌉
≤
⌊
dd(v′)/dd(v)

⌋
(6.5)

⢯ࡡⲺθ京⛯ v㔓ሯ᭥䞃京⛯ v′δ䇦֒ v≻ v′εⲺ࠼ݻᗻ㾷ᶗԬѰ v < v′ ∧ v′ ̸<vȾ

根据顶点的支配关系，下面形式化地定义什么样的顶点为难于调度的：

定义 6.5 (关键顶点)：㔏ᇐ京⛯ vθྸ᷒уᆎ൞㜳ཕ㔓ሯ᭥䞃䈛京⛯Ⲻެᆹ京⛯θ

⛯ᇐѿ䘏ṭⲺ京ࡏ vѰީ䭤京⛯Ⱦ㔏ᇐ⭧ީ䭤京⛯ᶺᡆⲺ䳼ਾ S(τ)θྸ᷒ሯӄԱᝅ τ

ѣⲺ京⛯ uθൽᆎ൞ v ∈ S(τ)┗䏩 v < uθࡏ〦䈛䳼ਾѰԱࣗ䳼ਾ τ Ⲻީ䭤䳼ਾθ䇦֒

CS(τ)Ⱦ

关键顶点具有如下的性质：

引理 6.3：жѠ DRTԱࣗ䳼ਾ τ ᱥ䶏ᘷՎݾ㓝㇍⌋ਥ䈹ᓜⲺ࠼ݻᗻ㾷ᶗԬѰθτ

Ⲻᡶᴿީ䭤京⛯䜳ᱥਥ䈹ᓜⲺȾ

证明：如果 τ 是静态优先级算法可调度，那么 τ 中所有的顶点（包含所有的关键

顶点）必然都是可调度的。因此引理的必要性显然成立。

对于每个 DRT任务 T ∈ τ，根据定义6.4可以证明对于任意顶点 v ∈ G(T )，如果满

足 v /∈CS(τ)，则比如存在 u ∈CS(τ)和 v1, · · · ,vn /∈CS(τ)满足 u≻ v1 ≻ ·· · ≻ vn ≻ v。
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考虑命题：给定一个 DRT任务 T ∈ τ 和两个顶点 v,v′ ∈ G(T )，满足 v < v′，如果

顶点 v可调度那么顶点 v′一定也是可调度的。根据上面的讨论可以推出，如果该命题

成立，那引理的充分性即是成立的。下面将通过反证法来证明该命题的正确性。

因为 v < v′，定义6.4中列出的条件只要有一个必须被满足。假设顶点 v可调度，

但是顶点 v′不可调度。

令 β (l)表示处理器在长度为 l的时间间隔内可以分配给任务 T 执行的最小累积时

间。显然对于任意 t1 ≤ t2满足

0≤ β (t2)−β (t1)≤ t2− t1 (6.6)

为了简化表达，令 d = dd(v), d′ = dd(v′), e = e(v) and e′ = e(v′)。

首先考虑定义6.4中式 (6.4)被满足的情况。因为顶点 v可调度但是顶点 v′ 不可调

度，可推出 β (d′)< e′和 β (d)≥ e。因为 e≥ e′，可推出 β (d′)< β (d)⇒ d′ < d。又因为

β (d′)< e′和 β (d)≥ e，可推出

β (d)−β (d′)> e− e′

根据 6.6可推出

d−d′ > e− e′

上式与式 (6.4)相矛盾。

接着考虑式 (6.5)成立的情况。首先由 d′ ≥ d · ⌊d′/d⌋可推出

β (d′)≥ β
(
d · ⌊d′/d⌋

)
(6.7)

一个长度为 d · ⌊d′/d⌋的时间间隔可以被分成 ⌊d′/d⌋数量的长度为 d 的分段。由 β (l)

的定义可推出

β
(
d · ⌊d′/d⌋

)
≥ β (d) · ⌊d′/d⌋ (6.8)

与 (6.7)和 (6.8)联立可推出

β (d′)≥ β (d) · ⌊d′/d⌋

又由式 (6.5)可推出

β (d′)≥ β (d) · ⌈e′/e⌉ ≥ β (d) · e′/e

由 v可调度可推出 β (d)≥ e。将其代入上式可得 β (d′)> e，这与 v′不可调度相矛盾。

综上，每种情况都会导致矛盾的结论。由此定理得证。 �
以为任务集合的可调度性完全取决于关键顶点，因此为当前整形的高优先级任务

T 的某顶点 v选择 δ (v)取值时，只需要在长度为比任务 T 优先级更低任务的所有关

键顶点中最大相对截止期的区间内考虑减小 itf T (t)取值。该长度被定义为关键窗口长
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度。

定义 6.6 (关键窗口长度)：Աࣗ T Ⲻީ䭤ネਙ䮵ᓜ㻡ᇐѿѰφ

ρT , max{dd(v)|v ∈CS(τ),P(v)> P(T )} . (6.9)

需要注意的是，当需求上界函数 rbf T (t)在区间 (0,≤ ρT ]内单调递减时，rbf T (t)

仍然可能对于某些 t > ρT 时的取值增大。但是，根据引理6.3可知只要能够保证在关键

顶点集合 CS(τ)内的顶点全部可调度，上述行为就不会对不包含在 CS(τ)中低优先级

顶点的可调度性造成影响。

接下来将介绍另一个关于路径之间支配关系的重要概念：

定义 6.7 (路径支配)：㔏ᇐњᶗ䙐䗽 DRTԱࣗ T ሯᓊᴿੇഴ G(T )Ⲻ䐥ᖺ π ૂ π ′

θᇐѿ൞॰䰪 [0,x]޻Ⲻީ㌱ π ᭥䞃 π ′δ䇦֒ π <x π ′εᡆ㄁Ⲻ࠼ݻᗻ㾷ᶗԬѰφ

∀t ∈ [0,x] : rf π(t)≥ rf π ′(t)

ᇐѿњᶗ䐥ᖺ π ૂ π ′ᱥуਥ∊䖹Ⲻ࠼ݻᗻ㾷ᶗԬѰ π < π ′ૂ π ′ < π ൽуᡆ㄁Ⱦ

正如小节6.2中的讨论，延迟 DRT任务 T 对应有向图 G(T )中某顶点 v释放作业

的释放时间，可能会减小某条通过 G(T )的路径 π 对于低优先级任务的干涉，但同时

也可能增加其他通过 G(T )的路径 π ′的干涉工作量。但是，如果保证在顶点的整形操

作完成后能够满足 π <ρT π ′，那么需求函数 rf π ′(t)部分取值的增加不会导致在区间

[0,ρT ]内任务 [0,ρT ]的最差干涉函数 rf π ′(T )的增加。因此整形操作不会对任意低优先

级任务的可调度性造成不利的影响。

特别说明的是，对于任意非 v为起始点的路径 π，顶点 v释放延迟的增加不会造

成其需求函数 rf π(t)在任意时刻 t 取值的增加（可能会减小），却会造成以顶点 v为起

始点路径在特定 t 取值的增加（不会减小）。因此，整形操作时总是在满足长度为 ρT

的时间间隔内 v起始点路径增加的工作量能够被非 v起始点路径支配的条件下，选择

尽可能大的 δ (v)取值，以尽可能多的减小非 v起始点路径的干涉工作量。接下来，本

小节将详细介绍如何寻找满足上述条件的释放延迟 δ (v)的上界。

定义 6.8 (上升点)：㔏ᇐ䱬ụ࠳ᮦ fθᇐѿެрॽ⛯ pѰ┗䏩ᶗԬ f (p) < f (p+)

Ⲻ⛯Ⱦެѣ p+ , p+ ε θε ѰжѠԱᝅ᧛䘇ӄ0Ⲻ↙ᇔᮦȾ

定义 6.9 (支配点)：㔏ᇐњѠ䱬ụ࠳ᮦ f ૂ gθሯӄ࠳ᮦ f рԱᝅⲺрॽ⛯ pθᇐ

ѿ࠳ᮦ gрⲺрॽ⛯ qᱥ pⲺ᭥䞃⛯Ⲻ࠼ݻᗻ㾷ᶗԬѰφ

0≤ q≤ p∧g(q)< f (p+)∧g(q+)≥ f (p+). (6.10)

ྸ᷒ሯӄ࠳ᮦ f рⲺ∅Ѡрॽ⛯δ൞ᰬ䰪॰ต [0,ρ)޻εθ൞࠳ᮦ gр䜳ᆎ൞жѠ᭥䞃
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⛯θࡏᇐѿ൞ᰬ䰪॰ต [0,ρ)࠳޻ᮦ g᭥䞃࠳ᮦ fȾ䇦֒φ f ′ <ρ fȾ

引理 6.4：㔏ᇐжᶗޭ։䐥ᖺ π ૂ䐥ᖺ䳼ਾ S = {π1, · · · ,πn}θ䛙Ѿީ㌱ rf π <ρ rbf S

ᡆ㄁Ⲻ࠼ݻᗻ㾷ᶗԬѰφ∀πi ∈ S, π <ρ πi.

证明：必要性：由 ∀πi ∈ S, π <ρ πi 可推出 ∀t ∈ [0,ρ] | rf π(t) ≥ rbf S(t)。因此对于

函数 rbf S 上的每个 上升点 均满足 rf π(p+) ≥ rbf S(p+)。根据定义可知 rf π(0) = 0 <

rbf S(p+)，所以必然存在某个 p′ ∈ [0, p]满足式 (6.10)，也即是说 p′支配 p。

充分性：接下来通过反证法来证明引理的充分性。假设存在某条路径 πk ∈ S满足

π ̸<ρ πk。从而必然存在 t0 ∈ (0,ρ)满足

rf πk
(t0)> rf π(t0)≥ 0

根据需求上界函数的定义，可推出

rbf S(t0)≥ rf πk
(t0)> rf π(t0)

根据函数 rbf S 的单调性可知，必然存在 p≤ t0满足

rbf S(p)< rb fS(t0)∧ rbf S(p+) = rbf S(t0)

也即是说，p是在区间 (0,ρ]内函数 rbf S上的一个上升点。又因为 ∀t ≤ p≤ t0，可推出

rf π(t)≤ rf π(t0)< rbf S(p+)

也即是说，点 p不可能被函数 rf π 上的任何一个上升点所支配。这和假设是相矛盾的。

综上，引理得证。 �

增加特定顶点 v 的 释放延迟 有利于减小非 v 起始点路径的需求函数在区间

[0,ρ +∆]内的累积干涉工作量，但同样也可能增加 v起始点路径的干涉工作量。算法

将通过寻找 v起始点路径的支配路径的方法来限制 v起始点路径干涉工作量增加对

DRT系统可调度性的影响。

接下来，本小节将集中讨论为每个候选整形顶点 v ∈G(T )计算释放时间延迟 δ (v)

上界的方法。

如果想覆盖所有的可能性，整形算法在计算顶点 v的释放延迟是，需要为每条 v

起始点路径搜索所有的非 v起始点路径来寻找支配路径。但是由于无论 v起始点路径

还是非 v起始点路径的数量都是随着 ρT 呈指数级增长的，因此上述方法的时间复杂

度是不可承受的。

为解决上述问题，本节定义 v-started request bound function来评价任意 v起始点路

径的累积需求上界: ∀t ≥ 0

rbf v
T (t), max

{
rf π(t) | π ∈ G(T ) ∧π的起始点为v

}
(6.11)
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另一方面，对于每个顶点 u ∈ G(T )∧u ̸= v，使用一种贪婪算法来生成一条具体的

路径 π 来检验该顶点为起始点的路径在区间 [0,ρ]内的支配关系。首先设置初始路径

π 为 (u)。然后从上次迭代的路径 π 末尾顶点 v的后继顶点中选择具有最大最差执行

时间的顶点 v′，并将其添加到路径 π 的结尾。充分上述步骤，直至当前迭代路径的末

尾顶点没有后继顶点，或者满足 p(π)≥ ρ。该贪婪算的详细伪代码描述如图6.6所示。

GenerateGreedyPath(u,ρ)

1: π ← (u)

2: v← u {use v indicating the last vertex of π}
3: while p(π)< ρ ∧Succ(v) ̸= /0 do
4: from Succ(v) find v′ with the maximal e(v′)

5: append v′ to the end of π
6: v← v′

7: end while
8: return π

图 6.6 生成 u起始点路径的贪心算法

Fig. 6.6 Greedy algorithm for generating u-started path

基于上面介绍的 v-start rbf和贪婪算法，接下来将介绍如何计算释放时间延迟。

引理 6.5：㔏ᇐжѠ v䎭ခ⛯䐥ᖺⲺ䴶≸р⮂࠳ᮦ rbf v
Tθъ䈛࠳ᮦ㻡жᶗ u䎭ခ

⛯䐥ᖺ π (u ̸= v)Ⲻ䴶≸࠳ᮦ rf π ൞॰䰪 ρ +δ ᮦ࠳᭥䞃Ⱦᒬъሯӄ޻ rbf v
T рԱᝅⲺр

ॽ⛯ pθԚ pd 㺞⽰࠳ᮦ rf π рⲺ᭥䞃 pⲺ᭥䞃京⛯Ⱦྸ᷒ሼ৸ᮦ δ (v)໔ࣖ δ Ѡᰬ䰪

ঋ位θъ┗䏩 δ ≤ dd(v)− e(v)< dd(v)θδ ≤ ρ ૂ

δ ≤min
{
(p− pd)

2

∣∣∣∣ pᱥ rbf v
T рⲺжѠрॽ⛯

}
ެѣp ∈ (0,ρ +δ )∧ rbf v

T (p+)> rf π(0
+) = e(u)

䛙Ѿ൞ሼ৸ᮦ δ (v)໔ࣖ δ ੄θᡶᴿ v䎭ခ⛯䐥ᖺ䜳ԃሼ㻡䐥ᖺ π ൞॰䰪 (0,ρ]޻᭥䞃Ⱦ

证明：因为 rf π <ρ+δ rbf v
T，所以对于每条 v起始点路径 πi 均满足 π <ρ+δ πi。因

此有 ∀t ∈ [0,ρ + δ ] | rf π(t) ≥ rf πi
(t)。作为将参数 δ (v)增加 δ 的结果，对于任意顶点

u∈ Pred−(v)，其相关参数 pp(u,v)将同样被增加 δ。而对于任意 v′ ∈ Succ−(v)，其对应

参数 pp(v,v′)将被减小 δ。由于 δ ≤ dd(v)−e(v)≤ pp(v)−e(v)，整形后的参数 pp(v,v′)

将不会小于 e(v) > 0，因此不会造成整形顶点与其后继顶点的交叠。如果存在环形边

(v,v)，参数 pp(v,v)将保持其原有取值不变。

根据需求函数的定义可知，对于每条 v起始点路径 πi，在将参数 δ (v)增加 δ 的

整形操作后，其需求函数 rf ′πi
满足 ∀t ∈ [0,ρ ] | rf ′πi

(t) ≤ rf πi
(t + δ )。同时对于每条非 v

起始点路径 π，整形后的需求函数 rf ′π 满足 ∀t ∈ [0,ρ ] | rf ′π(t +δ )≥ rf π(t)。
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根据上面的讨论可知，对于任意时间 t ∈ (0,ρ)，必然在函数 rbf v
T 上存在一个上升

点 p ∈ [0, t +δ )，

rbf v
T (p+) = rbf v

T (t +δ )≥ rf πi
(t +δ )≥ rf ′πi

(t) (6.12)

如果 rbf v
T (p+)≤ rf π(0

+)，那么易知

rf ′πi
(t)≤ rf π(0

+)≤ rf ′π(t).

然后考虑 rbf v
T (p+)> rf π(0

+)时的情况。因为 π <ρ+δ πi，所以在函数 rf π 上必然

存在一个上升点 pd ，满足

rbf v
T (p+)≤ rf π(p+d ) = rf π(p+− (p− pd))

≤ rf π(t +δ − (p− pd))

≤ rf ′π(t +2 ·δ − (p− pd)).

由 2 ·δ ≤ p− pd 可推出

rbf v
T (p+)≤ rf ′π(t) (6.13)

综合上面的讨论可推出，对于每个 t ∈ (0,ρ)均满足 rf ′πi
(t)≤ rf ′π(t)。根据需求上

界函数的定义，可以推出 rf ′π <ρ rbf ′vT。根据引理6.4，该引理得证。 �
对于任意顶点 u ∈ G(T )\{v}，根据引理6.5可以计算一个安全的释放延迟上界以

保证原来的前驱顶点支配。因为更大的 δ (v)取值，能使得非 v起始点路径的需求函

数变得更有利于低优先级任务的调度，所以算法将从所有计算得到的候选取值中选取

最大值赋予参数 δ (v)。

基于上述讨论，计算释放延迟上界算法的伪代码如图6.7所示。其中第 3行，算法

首先使用与图6.5列出算法类似的方法（不同之处是在第 1行设置 RF0 为 {⟨0,0,v⟩}）

生成需求上界函数 rbf v
T，来评价任意 v起始点路径（指数级规模）的累积工作量上

界。在第 4行，算法记录函数 rbf v
T 在区间 [0,ρ)内的所有上升点。从第 5行至第 13行

的循环体依次遍历每个候选整形顶点 u（̸= v）来计算最大的释放延迟时间。算法第 6

行使用图6.6介绍的方法为每个顶点 u（̸= v）构造一条以 u为起始点的候选支配路径

π。如果在第 8行的判定条件满足 rf π <π+∆(v) rbf v
T ，那么第 9行和第 10行将根据引

理6.5来计算释放延迟的取值。然后第 11行将已计算得到结果的最大值记录到变量 ret

中。最后，第 14行返回三个参数取值中的最小值以满足引理6.5的要求。

6.3.5 整形算法的性质

• 时间复杂度

给定一个 DRT任务集合 τ，根据如图6.5所示的算法和式 (6.3)，图6.4所示算法第
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CalDelayBound(v, ρT , ∆sl f )

1: ρ ← ρT +∆sl f

2: ret← 0
3: Generate rb f v

T for the v-started paths up to ρ
4: RS←{p | rbf v

T (p)< rbf v
T (p+)}

5: for each u ∈ G(T )\{v} do
6: π ← GenerateGreedyPath(u,ρ)
7: generate the request function rf π for π
8: if ∀t ∈ [0,ρ] | rbf v

T (t)≤ rf π(t) then
9: DS←{⟨p, pd⟩ | p ∈ RS,rbf v

T (p+)> rf π(0
+)}

10: tem← min{(p− pd)/2 | ⟨p, pd⟩ ∈ DS}
11: ret←max(ret, tem)

12: end if
13: end for
14: return min{ret,ρT ,∆sl f }

图 6.7 计算释放延迟时间算法
Fig. 6.7 Algorithm for calculating release delay bound.

4行可以在伪多项式时间内计算 ∆sl f (v)的取值。如图6.7所示，在算法 CalDelayBound

中需要执行的迭代次数随任务集合 τ 中顶点数量呈线性增长，并且图6.7中所调用的

所有子过程的时间复杂度也是伪多项式的。因此，计算 ∆it f (v)算法的整体时间复杂度

是伪多项式级别的。

另外，图6.4中嵌套循环的次数也不会超过任务集合 τ中顶点的数量，所以图6.4中

给出的完整整形算法的时间复杂度是伪多项式级别的。

• 严格提升可调度性

定理 6.6：㔏ᇐ DRTԱࣗ䳼ਾ τ ԛ਀ DRTԱࣗ T ∈ τθᒬъ T ᱥ൞Վݾ㓝⅗ᓅP

䇴㖤сѰ䶏ᘷՎݾ㓝ਥ䈹ᓜⲺȾࡏ൞ྸഴ6.4ᡶ⽰㇍⌋ⲺԱᝅ᮪ᖘᬃ֒ҁ੄θ䈛京⛯ԃ

❬ᱥ䶏ᘷՎݾ㓝ਥ䈹ᓜⲺȾ

证明：考虑通过如图6.4所示算法进行整形的任意一个高优先级任务 T ′ ∈

τ|P(T ′)< P(T )。

对于任意 v′ ∈ G(T ′)，参数 ∆itf 取值的上界可以通过图6.7求得。根据引理6.5可推

出，顶点 v′ 在整形操作中设置 ∆itf 后不会导致任务 T ′ 在区间 [0,ρT ′]内干涉工作量的

增加。因此，对于任意 v ∈CS(τ)∩G(T )，其需求函数在不大于 d(v) ≤ ρT ′ （根据式

(6.9)求得）时的取值不会因顶点 v′ 的整形操作而增加。从而，所有 G(T )中的关键顶

点将保持它们的可调度性，并且根据引理6.3可推出任务 T 在任意高优先级顶点的整

形操作后仍将是可调度的。
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最后考虑整形操作对于任务 T 自身可调度性的影响。根据引理6.1可推出，对于

任意整形顶点 v，在释放延迟设置不大于通过式 (6.3)计算得到的 ∆slf 后，顶点 v不会

损失其原有的可调度性。

综上，该定理得证。 �

6.4 实验评价

本节实验的主要目的是评价本章提出的 DRT任务有向图整形算法在提高 DRT任

务结合可调度性方面的有效性。实验方法是比较随机生成的任务集合在使用整形算法

前后可调度样本数量的变化程度。

6.4.1 生成随机任务集合

与上一章的定义类似，本节定义 DRT任务 T 的利用率为有向图 G(T )的所有简单

环中累积执行时间与总释放间隔比值的最大值。进而定义所有任务利用率之和为任务

集合的利用率。显然 DRT任务可调度的一个必要条件为任务集合的利用率不能大于

1。

随机任务集合的生成过程与小节5.4.1中的方法类似。生成一个随机 DRT任务时，

首先生成一个任务包含顶点个数的随机数，并创建该数量的顶点。各个顶点之间由满

足各自出度约束的边相连接。对于每个随机顶点 v,所有从该顶点起始的边对于的e(v)

和 p(v,u)的取值都从它们分别对于的范围内随机选择，并服从均匀分布。而d(v)被设

置为所有外出边(v,u)中p(v,u)的最小取值。

生成随机任务集合的过程如下：首先，构建由两个随机生成的任务组成的任务集

合，并进行实验评价。接下来向上一步生成的任务集合中添加一个新生成的随机任务

并进行实验评价，知道任务集合的总体利用率超过1时结束迭代。然后重新构建一个

有两个随机任务组成的集合，并按照上述方法继续迭代。不断重复上述过程，直至生

成并评价了足够数量的任务集合时算法结束。

为了评价整形算法对于不同类型任务结合的性能表现，本节设计了 light任务，

medium 任务和 heavy 任务三种不同随机参数设置的任务类型。具体的参数设置如

表6.1所示。这些不同类型之间的区别在于随机任务包含顶点个数的范围，顶点出度

的范围，以及顶点的执行时间范围。本节分别采用不同的参数设置进行时间，并对实

验结果进行比较。
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表 6.1 不同随机任务类型对应的随机参数
Table 6.1 Different parameters to generate task sets with different type of tasks

类型 顶点数量 出度 p e

Light [7,15] [1,3] [50,300] [1,4]

Medium [7,15] [1,4] [50,300] [1,6]

Heavy [7,15] [1,5] [50,300] [1,8]

6.4.2 实验结果分析

实验过程中对于随机任务集合中的任务分配静态优先级时，会按照每个任务 T 对

应有向图 G(T )中所有顶点标注相对截止期的最小值对所有任务排序。其中具有更小

相对截止期的任务将分配更高的优先级。如果有多个任务具有相同的最小相对截止期

取值，那么实验将为这些任务随机分配优先级。
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图 6.8 接受率提升效果
Fig. 6.8 Improvement of acceptance ratio.

本章提出 DRT任务有向图整形算法的有效性的主要评价指标为接受率：随机生

成任务集合中能够被调度的样本数量与总体样本数量的比值。本章的实验的接受率比

较对象包括：

• Transformation：使用本章提出整形算法调整后的随机任务集合接受率。

• Original：未经过整形操作的原始随机任务集合使用文献 [138]提出算法判定的

接受率。
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(a) subfloat
(a) Improvement of LIGHT type of tasks.

0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60

Total utilization

0

20

40

60

80

100

A
cc

ep
ta

nc
e

ra
ti

o
(%

)

Transformation
Original

(b) ddd
(b) Improvement of MEDIUM type of tasks.
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(c) Improvement of HEAVY type of tasks.
图 6.9 不同类型任务结合的接受率比较

Fig. 6.9 Comparison of acceptance ratio between different task types.

使用混合任务类型（每次生成随机任务时，随机选择一个类型的随机参数）的

随机实验结果如图6.8所示。采用不同任务类型的随机实验结果如图6.9的各个子图所

示。对于每个实验结果图中的每个点，均包含了至少 5000组随机生成任务集合的数

据。从实验结果中可以发现，通过本章提出的整形算法，随机任务集合的接受率在对

不同任务类型的实验结果中均有显著地提高。而对于低利用率的随机任务集合（小于

0.3），无论是否采用整形操作接受率均为 100%，因此整形算法没有对接受率的提升

空间。随着随机任务集合利用率的增加，高利用率随机任务集合变得很难被调度，这

也造成接受率的提升幅度的下降。

本节实验还对本章提出整形算法的时间开销进行了评价。实验程序使用 Python

语言实现，并在一台安装 64位 Linux操作系统的桌面电脑（Intel Core i7-2600）上执
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行。本章提出的整形算法和文献 [138]提出的原始方法都会执行一次精确的可调度性

分析程序。不同之处在于，整形算法会在可调度性判定之前调用一次整形程序。但实

验结果表明，相对于精确可调度性分析过程，整形过程引入的额外时间开销非常低。

一般情况下整形过程的额外开销不超过可调度性分析开销的 5%。由此可以说明，任

务有向图整形算法是非常高效的，并可以应用到大规模任务系统中。

6.5 小结

本章提出了用于提高 DRT任务系统可调度性的任务有向图整形算法。整形操作

的目标是为每个整形任务的顶点设置一个合适作业释放时间延迟参数。但是，一般来

讲延迟作业的释放时间会对不同的路径分别造成有利于和不利于系统可调度性的影

响。整形算法解决的主要问题是如何快速地为每个任务的每个顶点选择合适的释放延

迟，以尽可能大的提升不可调度任务集合的可调度可能性。本章提出了高效率的技术

来解决上述问题，既能保证不影响被整形任务的可调度性，又可以保证低优先级的关

键顶点受到的干涉工作量不会增加。这一性质能够高效地引导整形过程快速地得到高

质量的结果。基于随机生成任务集合的实验表明本章提出的技术执行非常快速，并且

能够显著地提升 DRT任务系统的可调度性。
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第 7章 结 论

众所周知，传统实时调度很难直接应用到混合关键性系统中，针对该问题本文提

出了线性时间复杂度的 OCBP调度算法，并研究了混合关键性系统中的多核（处理

器）划分调度问题。此外，此外在实时系统模型方面传统的周期实时系统模型已无法

精确描述复杂系统，而基于有向图的ＤＲＴ模型具备强大的系统描述能力，但时间复

杂度大，相关技术还不成熟。由此本文提出了近似的响应时间分析方法，给出了基于

加速比的量化评价，同时建立了高效的有向图整形算法并提升了 DRT系统在固定优

先级调度时的可调度性能。

随着处理器技术的不断发展，尤其是多核处理器平台在嵌入式系统中的广泛应

用，在单一硬件平台中集成众多不同关键性级别应用的混合关键性系统成为现代嵌入

式实时系统发展的趋势。然而传统实时调度研究的成果很难直接应用到混合关键性系

统中，近年来围绕混合关键性系统的研究也成为实时调度领域的研究热点。本文围绕

该问题提出了线性时间复杂度的 OCBP族调度算法，并研究了混合关键性系统中的多

核（处理器）划分调度问题。由于现代嵌入式系统设计的日益复杂，传统基于周期的

实时系统模型很难满足精确描述复杂系统的需求。基于有向图的 DRT模型具备强大

的系统描述能力，但是对于该模型的分析却面临着时间复杂度过大，相关技术不成熟

等问题。本文围绕高效的 DRT系统分析方法问题进行了研究，提出了近似的响应时

间分析方法并给出了基于加速比的量化评价，同时本文还提出了高效的有向图整形算

法以提升 DRT系统在固定优先级调度时的可调度性能。

7.1 本文主要贡献与结论

7.1.1 基于混合关键系统

（1）提出了基于 OCBP策略具有线性运行时时间复杂度的固定作业优先级单处理

器混合关键性实时调度算法 LPA。之前基于 OCBP算法的 LB、PLRS等算法虽然成功

将 OCBP算法扩展到偶发任务模型，但其较高运行时复杂度限制了在实际系统中的应

用。本文提出的 LPA算法，在运行时尽可能晚的对各个任务的优先级进行调整，从而

避免繁重且不必需的运行时优先级调整计算，只是当作业被释放时进行轻微优先级调

整，进而有效的改善了系统复杂度（线性时间复杂度）。本文还提出了更精确的混合

关键性系统忙碌周期上界的计算方法，使用该方法不但可以改善运行时的空间效率，

还可以一定程度上提升系统的可调度性。
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（2）提出了分别对高关键性任务和低关键性任务采用不同策略的混合划分调度算

法MPVD（Mixed-criticality Partitioning with Virtual Deadlines）。该算法首先使用最差适

应（worst-fit (WF)）划分策略来分配高关键性任务，然后使用首次适应（first-fit）划

分策略来分配低关键性任务，并在运行时采用 EY-VD算法进行调度。通过混合划分

策略，能够使高关键性的任务被均匀地分配到不同处理器（核心）中，以使得 EY-VD

算法能够有更多的空间来平衡不同关键性级别下的工作量，并提升系统的可调度性。

MPVD算法的性能会随着处理器（核心）数量的增加而出现明显的下降。为了解决该

问题，本章提出了两个优化算法来进一步提升算法的性能。首先考虑到由于高关键性

任务在所有处理器中的均匀分配，可能导致无法为利用率较高的低关键性任务适配到

拥有足够剩余资源的处理器，造成充足的处理器（核心）剩余资源总量无法被充分利

用。针对该问题，本章提出了为利用率较高的低关键性任务预留资源的策略。另外，

本章还提出了一种优化的虚拟截止期调整算法来进一步提升MPVD算法的性能。

（3）提出了为不同的系统关键性模式采用不同的任务集合划分方案的 OCOP混合

关键性多处理器划分调度策略。本文首先基于传统划分调度策略，提出了多处理器混

合关键性系统中的划分调度算法 MC-PEDF。为了解决混合关键性系统在不同系统关

键性级别下任务工作量分布差异较大的问题，本文放松了传统划分策略禁止运行时作

业迁移的限制，提出了 OCOP划分策略。OCOP允许在系统关键性模式切换时为任务

重新分配处理器，从而显著提升了系统在不同关键性模式中的处理器资源利用率。最

后本文本文还提出了基于 OCOP策略改造的新划分调度算法MC-MP-EDF。实验结果

表明MC-PEDF和MC-MP-EDF算法在可调度性上优于先前的多处理器混合关键性实

时调度算法，而采用 OCOP划分调度策略的MC-MP-EDF算法则具有更好的可调度性

能。

7.1.2 基于实时任务有向图模型

（1）提出了两种分析 DRT任务系统响应时间的近似分析方法 RBF和 IBF，并通

过加速比分析，量化评价了该两种近似方法的性能。其中基于加速比的的性能评价被

广泛应用于众多调度问题的近似算法分析中。本章的主要成果可总结如下：

• RBF近似响应时间分析方法的精确加速比为 2（即便是仅包含两个任务的系

统）。

• IBF近似响应时间分析方法的加速比为 1+
√

k2−k
k ，其中 k为干涉任务（优先级

高于当前分析任务者）的数量。
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因为当 k = 1时有 1+
√

k2−k
k = 1，所以对于只有两个任务的系统 IBF方法能够得到

精确解。另外由于 1+
√

k2−k
k 为以 k为自变量的单调递增函数，因此 IBF方法的分析

精度随着干涉任务数量的增加而降低。而当 k趋于无穷时，IBF的加速比也趋近于 2

（与 RBF一致）。这两种方法均为伪多项式时间复杂度，并可以很高效地处理大规模

的任务系统。

（2）提出了一种高效率的 DRT 任务有向图整形算法。本文提出的方法通过对

DRT任务对应有向图中的每个顶点依次进行整形操作，并调整与被整形顶点相关联

的边上参数取值。通过发掘任务图中的一些性质和进行合理的抽象，算法能够快速并

且有效的完成整形操作。通过对一些关键顶点快速的设置合适的作业释放时间延迟参

数，能够使得整形后的 DRT任务释放的工作量更加均匀。从而使得一些不可调度的

DRT任务系统变得可调度。实验结果表明本文提出的整形算能够显著提升 DRT系统

的可调度性能。

7.2 进一步的工作

随着嵌入式芯片架构的不断发展和嵌入式系统功能的日益复杂，使得现代嵌入式

实时系统所面临的调度问题更为复杂。基于已经获得的研究成果，在未来工作中，将

在以下几个方面进一步深入研究：

7.2.1 基于混合关键系统

（1）本文研究的基于 OCBP的实时调度算法 LPA采用的是单处理模型。而现代

嵌入式系统越来越多的采用多核心的处理器架构。因此，未来应继续研究将 OCBP族

的算法扩展到多核/处理器平台的方法。

（2）本文研究的多核/处理器划分调度算法采用的是同质处理器模型，即每个处

理器（核心）的架构和计算速度都是相同的。但是当今的多核处理器发展发展方向是

更多的采用异构的架构，比如将 GPU以及不同架构和主频的处理器核心集成到同一

芯片中。因此未来将继续展开异构多核（处理器）平台上的混合关键性系统实时调度

问题。

7.2.2 基于实时任务有向图模型

（1）本文研究的 DRT系统的近似响应时间分析方法 RBF和 IBF在对抢占工作量

的描述上均有不足之处，而且本文并没有证明 IBF近似分析方法加速比的精确性。未

来工作中将进一步分析 IBF近似分析方法的精确加速比，并在深入研究 DRT系统抢

占工作量性质的基础上提出精确度更高的新型近似分析方法。
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（2）本文研究的 DRT系统中任务都是相互独立的，即所有任务释放的作业之间

不存在共享资源的问题。但是 DRT系统的一个主要优点是对实际系统的描述能力强，

而增加对实际系统中广泛存在的共享资源问题的描述将使得 DRT系统的描述能力更

强，但也同时也会大大增加研究的难度。未来工作中将进一步研究考虑共享资源的

DRT系统分析问题。
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